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Re´sume´
Cette the`se se divise en trois parties.
La premie`re partie est constitue´e des chapitres 2 et 3 dans laquelle nous conside´rons des
mode`les qui de´crivent l’e´volution d’un sous-jacent dans le monde des actions ainsi que l’e´vo-
lution des taux d’inte´reˆt. Ces mode`les, qui utilisent les processus de Wishart, appartiennent
a` la classe affine et ge´ne´ralisent les mode`les de Heston multi-dimensionnels. Nous e´tudions
les proprie´te´s intrinse`ques de ces mode`les et nous nous inte´ressons a` l’e´valuation des op-
tions vanilles. Apre`s avoir rappele´ certaines me´thodes d’e´valuation, nous introduisons des
me´thodes d’approximation fournissant des formules ferme´es du smile asymptotique. Ces
me´thodes facilitent la proce´dure de calibration et permettent une analyse inte´ressante des
parame`tres.
La deuxie`me partie, du chapitre 4 au chapitre 6, e´tudie les risques de mortalite´ et de lon-
ge´vite´. Nous rappelons tout d’abord les concepts ge´ne´raux du risque de longe´vite´ et un
ensemble de proble´matiques sous-jacentes a` ce risque. Nous pre´sentons ensuite un mode`le
de mortalite´ individuelle qui tient compte de l’aˆge et d’autres caracte´ristiques de l’individu
qui sont explicatives de mortalite´. Nous calibrons le mode`le de mortalite´ et nous analysons
l’influence des certaines caracte´ristiques individuelles. Enfin, nous introduisons un mode`le
microscopique de dynamique de population qui permet de mode´liser l’e´volution dans le
temps d’une population structure´e par aˆge et par traits. Chaque individu e´volue dans le
temps et est susceptible de donner naissance a` un enfant, de changer de caracte´ristiques et
de de´ce´der. Ce mode`le tient compte de l’e´volution, e´ventuellement stochastique, des taux
de´mographiques individuels dans le temps. Nous de´crivons aussi un lien micro/macro qui
fournit a` ce mode`le microscopique de bonnes proprie´te´s macroscopiques.
La troisie`me partie, concernant les chapitres 7 et 8, s’inte´resse aux applications des mode´-
lisations pre´ce´dentes. La premie`re application est une application de´mographique puisque
le mode`le microscopique de dynamique de population permet d’effectuer des projections
de´mographiques de la population franc¸aise. Nous mettons aussi en place une e´tude de´mo-
graphique du proble`me des retraites en analysant les solutions d’une politique d’immigration
et d’une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite. La deuxie`me application concerne l’e´tude
des produits d’assurance-vie associant les risques de longe´vite´ et de taux d’inte´reˆt qui ont
e´te´ e´tudie´s en de´tails dans les deux premie`res parties de la the`se. Nous nous inte´ressons
tout d’abord a` l’e´tude du risque de base qui est ge´ne´re´ par l’he´te´roge´ne´ite´ des portefeuilles
de rentes. De plus, nous introduisons la Life Nominal Chooser Swaption (LNCS) qui est
un produit de transfert de risque des produits d’assurance-vie : ce produit a une structure
tre`s inte´ressante et permet a` une assurance de´tenant un portefeuille de rente de transfe´rer
inte´gralement son risque de taux d’inte´reˆt a` une banque.
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Abstract
This thesis is divided into three parts :
The first part is constituted by chapter 2 and chapter 3 in which we consider models that
describe the evolution of a stock and the evolution of interest rates. Using Wishart processes,
these models belong to affine class and extend multidimensional Heston model. We study the
intrinsic properties and we consider the evaluation of vanilla options. After having recalled
evaluation methods, we introduce approximation methods that provide closed formula for
the asymptotic smile. These methods make easier the calibration procedure and allow an
analysis of the parameters.
The second part, from chapter 4 to chapter 6, studies mortality and longevity risks. First,
we recall general concepts of longevity risk and the main challenges we have to tackle. Then,
we study a model of mortality that takes into account age and other individual features
that could explain mortality. This mortality model is calibrated on specific data what
allows a study of the impact on mortality of different characteristics. Finally, we introduce
a microscopic model for population dynamic in order to study the evolution in the future
of an age-and-trait-structured population. Each person can be affected by different events :
birth, death and evolution of his features. Moreover, this model takes into account of the
stochastic evolution of the demographic rates in the time. We study a micro/macro link
providing good macroscopic properties for this microscopic model.
The last part, constituted by chapter 7 and chapter 8, deals with applications of the previous
models. The first application concerns demography : the association of the microscopic
model for population dynamic and the mortality model provide demographic projections
of the French population. We consider the retirement issue by analyzing the solutions of an
immigration policy and a reform about the start age of retirement. The second application
refers to insurance life products associating longevity and interest rate risks that have
been detailed in the previous parts of the thesis. We study the basis risk generated by
the heterogeneity of portfolio. Moreover, we introduce the Life Nominal Chooser Swaption
(LNCS), a derivative product in insurance life for the transfer of financial risks. The design
of the Life Nominal Chooser Swaption is very interesting allowing an assurance owning a
portfolio to transfer his interest rate risk to a bank.
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Avant Propos
Cette the`se est divise´e en trois parties : la premie`re partie, du chapitre 2 a` 3, concerne
l’e´tude de mode`les affines a` volatilite´ stochastique utilisant principalement le processus de
Wishart. La deuxie`me partie, du chapitre 4 a` 6, aborde une mode´lisation mathe´matique
de la mortalite´ et de la dynamique de la population. La dernie`re partie (chapitre 7 a` 9)
concerne les applications en de´mographie et en finance de la deuxie`me partie en faisant
re´fe´rence aux travaux de la premie`re partie.
L’organisation est faite comme suit :
• Le chapitre 1 est une pre´sentation des diffe´rents proble`mes aborde´s dans cette the`se
ainsi que des diffe´rents re´sultats obtenus.
• Le chapitre 2 est une e´tude du ”Wishart Volatility Model” pour la mode´lisation d’un
sous-jacent dans le monde des actions. Le mode`le est pre´sente´ avec ses proprie´te´s in-
trinse`ques (extension du Heston multidimensionnel, corre´lation stochastique) et nous
proposons une approximation du smile utilisant les me´thodes de perturbation ainsi
qu’une e´tude de sa robustesse. La me´thode de perturbations re´gulie`res permet de
trouver une approximation pour une volatilite´ dont l’e´chelle de temps est lente, et la
me´thode de perturbations singulie`res s’applique au cas d’une volatilite´ multi-e´chelle.
Enfin, nous e´tudions l’influence des diffe´rents parame`tres du mode`le pre´ce´dent.
• Le chapitre 3 est une adaptation du mode`le pre´ce´dent pour la mode´lisation des taux
d’inte´reˆt. Nous de´veloppons un mode`le affine qui permet de prendre en compte de
nombreux risques comme le risque de taux, le risque de volatilite´ et le risque de
corre´lation. De plus, nous exhibons un mode`le dont le skew des options sur taux
court est capte´ par un facteur du mode`le, ce qui rend le risque de skew potentiellement
couvrable. Enfin, nous e´tudions l’impact des parame`tres du mode`le sur la courbe de
taux, les smiles de caplets et les surfaces de volatilite´ de swaption.
• Le chapitre 4 est une introduction aux proble´matiques lie´es au risque de longe´vite´.
Nous abordons les diffe´rents enjeux, les proble`mes concernant la mode´lisation, la
gestion de ce risque ainsi que le transfert de ce risque.
• Le chapitre 5 concerne la mode´lisation stochastique de la mortalite´ par aˆge et par
traits. Une e´tude socioe´conomique est pre´sente´e permettant de connaˆıtre les facteurs
explicatifs de mortalite´. En utilisant la base de donne´es de l’E´chantillon De´mogra-
phique Permanent (EDP) de l’INSEE, nous verrons que nous pouvons cre´er de nou-
velles tables de mortalite´ prospectives en fonction de l’aˆge mais aussi en fonction de
diffe´rentes caracte´ristiques.
• Le chapitre 6 est une introduction a` un mode`le microscopique de dynamique de po-
pulation pour une population structure´e par aˆge et par traits. Cette mode´lisation
probabiliste reprend des concepts utilise´s en biologie que nous adaptons au cadre de
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l’e´volution d’une population d’eˆtres humains.
• Le chapitre 7 concerne les applications du mode`le de mortalite´ en de´mographie, avec
une analyse des sce´narios d’e´volution possibles dans le futur. Nous proposons une mo-
de´lisation du proble`me des retraites d’un point de vue de´mographique. Nous analysons
l’enjeu de l’immigration et de l’aˆge de la retraite au travers de notre mode´lisation.
• Le chapitre 8 aborde les applications financie`res du mode`le de mortalite´ et de dy-
namique de populations. L’association de ces mode`les fournit une mode´lisation utile
pour les produits d’assurance vie avec une e´tude quantitative du risque de base. De
plus, nous nous inte´ressons aux me´thodes de transfert de risque de taux d’inte´reˆt des
produits d’assurance vie. Nous introduirons la proble´matique du transfert de risque
ainsi que les difficulte´s majeures sous-jacentes. Enfin, nous mettons en place en de´-
tails un produit final que nous appelons la Life Nominal Chooser Swaption (LNCS)
et nous l’e´tudions en de´tails. Ce produit permet a` une assurance de transfe´rer ”au
mieux” le risque de taux d’inte´reˆt inhe´rent a` ses portefeuilles de rentes.
vii
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Chapitre 1
Introduction
Introduction
Cette the`se est constitue´e de trois parties. Dans la premie`re partie, nous conside´rons la
mode´lisation mathe´matique de certains risques financiers. Ces dernie`res anne´es, la mode´-
lisation des marche´s financiers a e´te´ un domaine de recherche effervescent mais le marche´
se complexifiant de plus en plus, il faut trouver de nouveaux mode`les afin de de´crire les
phe´nome`nes de marche´. La mode´lisation que nous e´tudions s’appuie principalement sur les
processus de Wishart et permet d’obtenir des mode`les a` volatilite´ stochastique qui ont des
proprie´te´s inte´ressantes. Tout d’abord, nous e´tudions en de´tails les proprie´te´s du ”Wishart
Volatility Model” qui est une extension multidimensionnelle du mode`le de Heston dans le
domaine des actions. En utilisant la me´thode des perturbations re´gulie`res et singulie`res,
nous e´tablissons des formules d’approximation de smiles facilitant la proce´dure de calibra-
tion du smile et permettant de comprendre l’influence des diffe´rents parame`tres du mode`le.
Nous proposons une nouvelle mode´lisation des taux d’inte´reˆt avec un mode`le affine de´-
crivant le taux court comme combinaison line´aire de facteurs affines qui de´pendent d’un
processus de Wishart. Le caracte`re affine du mode`le donne la possibilite´ de calculer effica-
cement les prix d’options vanilles constitue´es des caplets et des swaptions. Nous analysons
l’impact des parame`tres du mode`le sur les diffe´rentes donne´es de marche´ et nous de´crivons
un mode`le particulier pour lequel le skew (de´fini dans la suite) des options sur taux court
est capte´ par un facteur du mode`le. Le risque lie´ a` la dynamique du skew, qui est conside´re´
comme exotique, pourrait e´ventuellement devenir couvrable en utilisant ce mode`le. Ainsi,
cette mode´lisation des taux d’inte´reˆt se re´ve`le assez efficace en tenant compte de certains
phe´nome`nes de marche´.
Dans la deuxie`me partie, nous abordons la de´finition, la compre´hension et la gestion des
risques de mortalite´ et de longe´vite´. L’e´volution de la longe´vite´ des individus est conside´re´e
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comme stochastique ce qui constitue un risque important pour de nombreuses institutions
que ce soit le gouvernement (avec des enjeux e´conomiques comme le syste`me des retraites)
ou les assurances, re´assurances et fonds de pension qui doivent ge´rer le risque de leur pro-
duits d’assurance vie. Ce sont les motivations qui nous ont pousse´es a` chercher un mode`le
efficace de´crivant la longe´vite´ des individus.
Inspire´s par des travaux en mathe´matiques applique´es a` la biologie et a` l’e´cologie, nous
introduisons un mode`le microscopique de dynamique de population afin de de´crire l’e´vo-
lution d’une population d’eˆtres humains. La mode´lisation se fait au niveau individuel et
chaque individu est caracte´rise´ par son aˆge et par certaines variables appele´es traits. Nous
de´crivons un mode`le permettant de tenir compte de taux de´mographiques stochastiques.
En effet, la mortalite´ des individus d’une population e´volue de manie`re ale´atoire il n’est
pas raisonnable de conside´rer une e´volution de´terministe. Nous e´tudions la simulation de ce
mode`le ainsi que ses nombreuses proprie´te´s mathe´matiques. Enfin, nous analysons le cas des
grandes populations pour lequel nous pouvons de´duire des approximations macroscopiques.
Ces approximations vont ge´ne´raliser certaines e´quations classiques en de´mographie, ce qui
assure une cohe´rence du mode`le dans le cas de grandes populations.
Pour une utilisation efficace de ce mode`le, nous avons aussi mode´lise´ la dynamique du
taux de mortalite´ des individus de la population. En s’inspirant du mode`le de Cairns qui
est un mode`le standard de mortalite´ stochastique par aˆge, nous avons propose´ un mode`le
de mortalite´ par aˆge et par traits. Nous avons analyse´ quelles e´taient les caracte´ristiques
explicatives de mortalite´ et nous avons calibre´ le mode`le sur les donne´es de l’E´chantillon De´-
mographiques Permanent (EDP) de l’INSEE. Cela fournit une mode´lisation de la mortalite´
individuelle qui tient compte d’un ensemble d’informations sur chaque individu.
Dans la dernie`re partie, nous de´crivons les applications des mode´lisations pre´ce´dentes.
La premie`re application concerne une e´tude de´mographique ainsi qu’une introduction au
proble`me des retraites. La conjoncture de´mographique actuelle suscite de nombreux de´bats
concernant la politique a` adopter dans les anne´es a` venir, en particulier pour le paiement
des retraites. Nous verrons qu’il est possible de tenir compte de nombreux concepts associe´s
a` des strate´gies politiques dans le mode`le d’e´volution comme le taux d’immigration et l’aˆge
de de´part a` la retraite. En utilisant cette mode´lisation nous avons e´tudie´ les strate´gies po-
litiques concernant l’immigration et l’aˆge de de´part a` la retraite qui permettraient d’avoir
une situation de´mographique ”acceptable”.
Bien que les domaines de la finance, de la biologie et de la de´mographie semblent assez e´loi-
gne´s les uns des autres, nous avons essaye´ de de´crire une application connexe des parties
pre´ce´dentes dans le domaine de l’assurance vie. Les assurances posse`dent des portefeuilles
de rentes qui rendent compte de nombreux risques. Tout d’abord, nous de´finissons le risque
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de base qui s’explique par la diffe´rence de mortalite´ qu’il existe entre la mortalite´ d’une
population d’assure´s et la mortalite´ d’une population nationale. Ensuite, nous utilisons le
mode`le de dynamique de population ainsi que le mode`le de mortalite´ pour estimer le risque
de base d’un portefeuille de rentes en tenant compte de l’ensemble de l’information dispo-
nible sur les individus.
De plus, les produits d’assurance vie comportent non seulement un risque lie´ a` la longe´-
vite´ mais aussi certains risques financiers comme le risque de taux d’inte´reˆt. Par exemple,
l’e´valuation des portefeuilles de rentes de´pend d’une part de l’e´volution de la longe´vite´
des individus et d’autre part de l’e´volution des taux d’inte´reˆt. Nous introduisons un nou-
veau produit Longevity Nominal Chooser Swaption (LNCS) permettant a` l’assurance de
transfe´rer le risque financier inhe´rent aux produits d’assurance vie. En effet, l’assurance
est spe´cialise´e dans la gestion du risque de longe´vite´ mais e´prouve des difficulte´s a` ge´rer
ses risques financiers tels que le risque d’e´volution des taux d’inte´reˆt. L’ide´e est de cre´er
un produit qui permet a` l’assurance de transfe´rer ce risque financier a` une banque tout en
conservant son risque de longe´vite´.
Ce premier chapitre est l’occasion de pre´senter brie`vement le contexte des diffe´rentes
parties qui constituent le corps de la the`se et de re´sumer les contributions des diffe´rents
chapitres. La dernie`re partie correspondant a` l’application des deux premie`res parties aux
domaines de la de´mographie et de l’assurance vie.
1.1 E´tude du mode`le de Wishart dans le monde des actions
et dans le monde des taux d’inte´reˆt
Le mode`le de Black-Scholes introduit en 1973 a permis l’e´valuation de nombreux pro-
duits financiers et la couverture des risques qui leur sont associe´s au travers de la gestion des
grecques. Les conditions de marche´s se sont complexifie´es et il n’est pas possible d’utiliser
directement le mode`le de Black-Scholes qui conside`re que la volatilite´ est constante dans le
temps. Cependant, le mode`le de Black-Scholes reste un mode`le de re´fe´rence pour le calcul
de la volatilite´ implicite. Connaissant un prix de marche´, la volatilite´ implicite correspond a`
la volatilite´ qu’il faudrait mettre dans le mode`le de Black-Scholes afin de re´cupe´rer les prix
de marche´s. Contrairement a` la volatilite´ historique qui capte l’e´volution dans le passe´, la
volatilite´ implicite repre´sente des anticipations sur les variations futures du sous-jacent et
refle`te le ”prix du risque” associe´ a` l’option. En pratique, la volatilite´ implicite des produits
de´rive´s de´pend du prix d’exercice et de la maturite´ de l’option : cette observation est ap-
pele´e l’effet smile. Le skew est de´fini comme la pente de la courbe du smile en fonction du
prix d’exercice dont l’e´volution peut eˆtre assez complexe. Afin de capter ces phe´nome`nes
de marche´, de nombreux mode`les ont e´te´ mis en place avec en particulier l’apparition des
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mode`les a` volatilite´ stochastique permettant de tenir compte de la dynamique du smile
dans le temps.
Parmi les nombreux mode`les a` volatilite´ stochastique, il existe la classe des mode`les affines
qui a e´te´ introduite dans la finance par Duffie et al. [1] et dont l’utilisation pour l’e´va-
luation d’options se fait ge´ne´ralement via l’e´tude de la transforme´e de Fourier [3]. Dans
ces mode`les, ce sont les facteurs du mode`le qui ont une certaine dynamique tandis que les
parame`tres sont constants dans le temps. La calibration est donc assez robuste puisqu’il
n’y a pas de changement de parame`tres d’un jour a` l’autre mais plutoˆt une e´volution des
facteurs. En effet, si nous e´tudions un phe´nome`ne de marche´ comme le skew du smile et
que ce dernier de´pend de parame`tres qui e´voluent dans le temps, il n’y a pas de strate´gie
de couverture pour ge´rer ce risque qui est comple`tement exotique. Il faudrait donc trouver
un mode`le assez flexible et avec un nombre suffisant de facteurs afin de capter au mieux les
phe´nome`nes de marche´.
Nous nous inte´ressons dans cette partie a` l’e´tude de mode`les affines dans le monde des
actions et dans le monde des taux d’inte´reˆt. Ces mode`les utilisent le processus de Wishart
et auront des proprie´te´s spe´cifiques re´pondant a` certaines proble´matiques inte´ressantes.
1.1.1 E´tude du mode`le de Wishart dans le monde des actions
Le monde des actions ne´cessite une mode´lisation assez pre´cise de l’e´volution d’un sous-
jacent afin de capter les informations disponibles sur le marche´. De nombreux mode`les sont
apparus dont les mode`les a` volatilite´ stochastique et un de ces mode`les est le mode`le de
Heston qui a connu un succe`s important. Le mode`le de Heston (1993), qui est tre`s utilise´
en pratique, est un mode`le dans lequel la volatilite´ posse`de une composante de retour a`
la moyenne. Cependant, il ne permet pas de capter a` la fois les donne´es de marche´s sur
les courtes et les longues maturite´s et ce mode`le manque de flexibilite´ puisque la dyna-
mique du skew est assez contrainte. Il existe de nombreuses extensions pour re´pondre a` ces
proble`mes et nous proposons dans ce chapitre un mode`le qui pourrait apporter des solutions.
Ainsi, nous allons proposer un mode`le affine qui posse`de des proprie´te´s inte´ressantes vis a`
vis de certains phe´nome`nes de marche´. Le mode`le que nous e´tudions utilise le processus de
Wishart qui est de plus en plus utilise´ dans le monde de la finance. Introduits par M.F Bru
[4] et adapte´ a` la finance par C. Gourieroux et al. [5, 6], les processus de Wishart posse`dent
de nombreuses proprie´te´s inte´ressantes. Ils ont d’ailleurs conduit a` l’introduction de mo-
de`les tre`s inte´ressants comme le mode`le de Wishart introduit par J. Da Fonseca et al. [7].
Ce mode`le a` volatilite´ stochastique posse`de la proprie´te´ d’avoir une corre´lation stochastique
relativement ”flexible” ce qui permettra de de´crire la dynamique de smile et en particulier
la dynamique du skew qui est stochastique.
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Dans ce chapitre, nous e´tudions ce mode`le de Wishart dans le monde des actions avec
un rappel de ses nombreuses proprie´te´s dont la proprie´te´ de corre´lation stochastique. En-
suite, nous de´crivons une me´thode d’e´valuation des options vanilles par la me´thode de Fast
Fourier Transform (FFT) puisque la transforme´e de Fourier est facilement calculable dans
les mode`les affines. Nous proposons aussi une me´thode d’e´valuation de produits plus exo-
tiques par Monte Carlo en utilisant le lien entre le processus de Wishart et des processus
d’Ornstein-Uhlenbeck.
Cependant, dans une perspective de calibration, nous cherchons a` trouver des approxima-
tions en formules ferme´es afin de ge´ne´rer le smile rapidement. De nombreux travaux existent
sur les formules d’approximations de smile avec la perturbation des PDE, l’approximation
en courtes maturite´s, les projections ge´ome´triques, l’utilisation du calcul de Malliavin et
encore d’autres. Nous avons donc mis en place une me´thode d’approximations de smile qui
s’inspire des me´thodes de perturbations singulie`res introduites en finance par J.P. Fouque
[8, 9, 10]. Nous avons adapte´ ces me´thodes aux mode`les affines en effectuant un de´veloppe-
ment de la transforme´e de Fourier. Ces me´thodes de perturbations permettent de perturber
le processus de Wishart de manie`re inte´ressante de sorte que sa loi stationnaire soit non
de´ge´ne´re´e. Cette me´thode fournit des approximations de smile en maturite´s courtes et en
maturite´s interme´diaires avec deux e´chelles de volatilite´. Les approximations en formules
ferme´es se sont re´ve´le´es efficaces et tre`s pre´cises et ont aussi permis l’e´tude de l’influence
des diffe´rents parame`tres du mode`le. En effet, les mode`les affines posse`dent des parame`tres
constants dans le temps et il apparaˆıt ne´cessaire d’avoir une connaissance pre´cise de l’im-
pact de chacun des parame`tres.
Tout d’abord, nous analysons l’impact des coefficients diagonaux des parame`tres qui ont
un impact majeur sur le smile (niveau de smile, pente, convexite´). Ensuite, nous testons
l’influence des parame`tres non diagonaux spe´cifiques a` la structure wishart. Nous obser-
vons des effets tre`s inte´ressants comme des effets sur les queues de smiles (aux petits prix
d’exercices et aux grands prix d’exercices).
1.1.2 E´tude du mode`le de Wishart dans le monde des taux d’inte´reˆt
Le monde des taux d’inte´reˆt est un domaine tre`s complexe e´tant donne´ l’aspect multidi-
mensionnel de la mode´lisation. En the´orie, il faudrait tenir compte de l’ensemble des taux
de marche´ qui forment la courbe de taux : il y a un tre`s grand nombre de taux avec les
taux courts termes et les taux longs termes et il faut mode´liser les corre´lations des taux
entre eux. Cela pose des proble`mes majeurs aux praticiens qui doivent trouver un moyen de
mode´liser efficacement la dynamique de la courbe des taux. Les mode`les les plus classiques
sont le mode`le de Vasicek qui mode´lise le taux court par un processus de Cox Ingersoll Ross
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et le mode`le de Heath Jarrow Merton (HJM) [12] qui diffuse la courbe des taux entie`rement.
Ces mode`les sont assez simples a` mettre en place mais ne permettent pas de retrouver l’en-
semble des prix de marche´s. De nombreux mode`les ont vu le jour permettant de prendre
en compte les donne´es de marche´s comme les mode`les de type quadratique gaussien, les
mode`les a` volatilite´ stochastiques dont le plus standard est le SABR introduit par Hagan
et al. [11]. L’appelation du mode`le provient des parame`tres Sigma, Alpha, Beta et Rho qui
le caracte´risent. Le SABR mode´lise la volatilite´ par une distribution log normale ce qui
explique la tension des marche´s : le fait de conside´rer des queues de distributions e´paisses
permet aux banques de pousser leur profit et le mode`le SABR apparaˆıt eˆtre un mode`le
conservateur que l’on peut tester explicitement.
Bien qu’il ait e´te´ de´montre´ que les mode`les affines ne pourront jamais atteindre des queues
de distribution comme celles du SABR, ils permettent de mode´liser le smile au travers de ses
facteurs et apportent des solutions a` de nombreux proble`mes de mode´lisation. En ajoutant
des facteurs, les mode`les affines ont la capacite´ intrinse`que d’inte´grer des sources de risques
et d’identifier l’impact des diffe´rents facteurs. Dans les mode`les classiques, les parame`tres
de´pendent du temps afin pouvoir eˆtre calibre´s sur de nombreux produits. Dans le cadre
affine, les parame`tres ne de´pendent pas du temps ce qui permet de conserver une proprie´te´
de stationnarite´. Le processus de calibration apparaˆıt plus cohe´rent : le mode`le n’est plus
calibre´ tous les jours puisque les variations sont dues aux variations des facteurs et non aux
variations de parame`tres. Ces mode`les sont de plus tre`s avantageux nume´riquement puisque
le cadre affine fournit des calculs quasi explicites au travers de re´solution de syste`mes de
Riccati.
Cependant, les mode`les affines sont complexes et sont donc assez peu utilise´s en pratique.
De nombreuses e´tudes sont mene´es afin de faciliter leur utilisation. Nous introduisons un
mode`le affine du taux court qui utilise le processus de Wishart. Ce mode`le se re´ve`le eˆtre
une extension multidimensionnelle du mode`le de Heston et permet de capter des effets de
corre´lations. Nous de´veloppons des me´thodes d’e´valuation en formules quasi ferme´es pour
les caplets et les swaptions qui sont des produits classiques dans le monde des taux d’inte´reˆt.
Ces expressions ne´cessitent tout de meˆme des me´thodes nume´riques de type Runge Kutta
puisque les coefficients du syste`me de Riccati de´pendent du temps. Ensuite, nous nous
inte´ressons a` l’influence des parame`tres du mode`le sur les donne´es de marche´ comme la
surface de volatilite´ implicite des swaptions a` la monnaie (ATM). Enfin, nous proposons
une adaptation de la me´thode de perturbations re´gulie`res a` ce cadre complexe permettant
d’avoir une approximation de prix de caplets.
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1.2 Risque de longe´vite´ et dynamique de population
Depuis pre`s d’un sie`cle, nous assistons a` allongement spectaculaire de l’espe´rance de vie
des individus dans le monde entier re´sultant d’une baisse importante du niveau de morta-
lite´. Cette augmentation de la dure´e moyenne de la vie humaine a de nombreuses causes
comme l’ame´lioration des conditions de vie, les progre`s me´dicaux et technologiques, les
changements de mœurs et d’alimentation. Quelles sont les conse´quences de ce changement
majeur dans le monde ?
La conse´quence principale au niveau de´mographique est le vieillissement de la population
mondiale, de manie`re encore plus significative dans les pays riches. En plus d’un vieillisse-
ment par le haut avec une augmentation de l’espe´rance de vie, il y a aussi un vieillissement
par le bas avec une baisse importante de la natalite´. Ainsi, la situation heureuse d’une
ame´lioration de la longe´vite´ des individus a aussi des conse´quences importantes a` l’e´chelle
mondiale.
En plus du caracte`re mondial et important de cet allongement de la dure´e de vie, un phe´-
nome`ne majeur concerne l’incertitude lie´e a` la baisse de mortalite´. En effet, de nombreux
de´mographes et scientifiques essaient de comprendre la manie`re dont la mortalite´ des indi-
vidus est susceptible d’e´voluer dans le futur. Il apparaˆıt tre`s difficile de de´crire pre´cise´ment
son e´volution puisqu’elle est dite stochastique avec des variations assez irre´gulie`res. L’in-
certitude sur l’e´volution de la mortalite´ est appele´e risque de mortalite´ et l’incertitude lie´e
a` l’e´volution de la longe´vite´ est appele´e risque de longe´vite´. Nous observons que ces risques
sont corre´le´s l’un a` l’autre puisque la longe´vite´ d’un individu est fortement lie´e a` son taux
de mortalite´ dans les anne´es a` venir. Cependant, il existe des diffe´rences majeures entre ces
deux types de risques.
Le risque de mortalite´ est un risque d’e´volution variationnelle dans la mesure ou` la mortalite´
varie d’une anne´e a` l’autre de manie`re ale´atoire. Certaines variations brutales peuvent eˆtre
lie´es a` des e´ve´nements importants comme une canicule ou autre. La canicule qui a cre´e´ une
surmortalite´ importante pendant une anne´e n’a pas pour autant contribue´ a` une baisse de
l’espe´rance de vie.
Le risque de longe´vite´ est un risque de tendance long terme qui lisse les variations annuelles
et qui s’inte´resse a` une e´volution de l’espe´rance de vie. De plus, il faut mode´liser l’e´volu-
tion jointe d’un groupe d’individus ce qui ne´cessite un mode`le de dynamique de populations.
Dans cette partie de la the`se, nous nous inte´ressons principalement a` la mode´lisation du
risque de mortalite´ et du risque de longe´vite´. Nous rappelons dans un premier temps les
diffe´rents enjeux lie´s a` la mortalite´ et a` la longe´vite´ dans un rapport d’expertise. Nous
proposons ensuite une mode´lisation d’e´volution de la mortalite´ au niveau individuel qui tient
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compte d’un ensemble d’informations sur l’individu. Enfin, nous introduisons un mode`le
mathe´matique de dynamique de population qui aborde le proble`me de l’e´volution d’une
population ou d’un groupe d’individus.
1.2.1 Introduction a` la proble´matique sur la longe´vite´ (Survey)
Avec le vieillissement de la population, la longe´vite´ des individus apparaˆıt comme un
risque de plus en plus important. En effet, l’allongement de la dure´e de vie a des conse´-
quences majeures au niveau social, financier, e´conomique, politique, de´mographique pour
n’en citer que quelques uns. Il apparaˆıt ne´cessaire de mieux comprendre ce risque, de le
mode´liser et de trouver des moyens de le ge´rer et de le transfe´rer. Dans cette partie, nous
allons essayer de rappeler les notions assez standards sur le risque de mortalite´ et de lon-
ge´vite´.
Tout d’abord, nous rappelons des notions standards sur l’observation de ces risques au
travers des tables de mortalite´ et des tables de longe´vite´. A` partir des tables de mortalite´
nationale publie´es chaque anne´e, il est possible de capter des informations sur le niveau de
mortalite´ et sur la longe´vite´ des individus. Il est assez difficile de constituer des tables par
manque de donne´es (surtout aux aˆges e´leve´s) et qu’il faut mettre en place des me´thodes de
lissage pour fermer les tables.
Ensuite, nous abordons la mode´lisation du risque de longe´vite´ en rappelant de nombreux
mode`les de projections de mortalite´. En effet, a` partir de ces tables de mortalite´ statiques, il
est possible de mettre en place des tables de mortalite´ prospectives qui tiennent compte de
la tendance de l’e´volution ainsi que des variations de mortalite´ dans les anne´es pre´ce´dentes.
Les mode`les les plus classiques sont les mode`les de Lee Carter [13] et les mode`le de type
Cairns [2] qui posse`dent des proprie´te´s inte´ressantes de projections. De nombreuses pistes
d’ame´liorations existent comme le fait de mode´liser la mortalite´ par cause de de´ce`s (causes
me´dicales par exemple) ou de tenir compte des caracte´ristiques individuelles comme le ni-
veau socioe´conomique, le niveau de sante´,...
Apre`s avoir rappele´ les proprie´te´s et la mode´lisation du risque de longe´vite´, il faut aussi
aborder la gestion de ce risque et les proce´dures de re´gulation. Les institutions financie`res
telles que les fonds de pension et les gouvernements nationaux doivent faire face a` ce risque
de longe´vite´. La situation actuelle nous invite a` conside´rer la longe´vite´ comme un proble`me
majeur qui a un impact sur l’ensemble des institutions financie`res, sur l’e´conomie, sur la
croissance. De nouvelles re´gulations, comme le projet europe´en Solvabilite´ 2 (Solvency 2),
sont mises en place afin de controˆler ce risque et faire en sorte que les institutions financie`res
ne soient pas trop expose´es a` ce risque. Nous de´taillons ces nouvelles normes de re´gulations
et la manie`re dont les compagnies doivent ge´rer ce risque.
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Enfin, il faut aborder le proble`me du transfert de risque de longe´vite´. De nombreuses insti-
tutions comme les assurances posse`dent un risque financier important lie´ a` leur de´tention de
produits d’assurance vie. La plupart de ces institutions cherchent a` transfe´rer ce risque afin
de limiter leur exposition a` ce risque. Nous rappelons les principales me´thodes de transfert
de risque qui mettent en jeu la cre´ation d’indices de longe´vite´, l’existence de produits sur
le marche´ de la longe´vite´ et la titrisation. Ce marche´ e´mergent se met en place petit a` petit
et est susceptible de prendre une place tre`s importante sur les marche´s financiers. Enfin,
nous rappelons les proble`mes de mode´lisation lie´s a` l’e´volution des produits qui tiennent
compte de la longe´vite´. C’est un domaine assez complexe de recherche et nous rappelons
les principaux proble`mes de mode´lisation ainsi que les solutions propose´es actuellement.
1.2.2 Mode`le de mortalite´ par aˆge et par traits
Ces dernie`res anne´es, la mortalite´ des individus a fortement baisse´ sur l’ensemble des
tranches d’aˆge. Ce phe´nome`ne global posse`de de nombreuses causes en particulier les pro-
gre`s me´dicaux et l’ame´lioration des conditions de vie. Nous observons une e´volution ten-
dancielle de la baisse de mortalite´ avec la pre´sence de ruptures de tendances dans le temps
et avec des pe´riodes pour lesquelles la tendance est relativement constante. De plus, il existe
des variations d’une anne´e a` l’autre dont il faut capter la structure de volatilite´.
Dans cette partie, nous abordons la mode´lisation de type Cairns de la mortalite´ en de´taillant
un mode`le standard de mortalite´ par aˆge. Nous e´tudions le principe de ce mode`le, nous le
calibrons et nous effectuons des tests de ”backtesting” afin de trouver la plage de donne´es
”optimale” utilise´e pour la calibration. Ce mode`le est assez inte´ressant dans la mesure ou`
il tient compte a` la fois d’une ame´lioration de la longe´vite´ inde´pendante de l’aˆge et d’une
ame´lioration de la longe´vite´ proportionnelle a` l’aˆge.
Nous cherchons a` e´tendre ce type de mode`le en conside´rant un taux de mortalite´ de´pen-
dant de l’aˆge et d’autres caracte´ristiques. Nous rappelons tout d’abord quelles sont les
variables individuelles et environnementales explicatives de mortalite´. Nous nous basons
sur des e´tudes e´conomiques et de´mographiques qui e´tablissent le lien entre ces variables et
la mortalite´.
Ensuite, nous de´finissons le mode`le de mortalite´ par aˆge et par caracte´ristiques. Il existe
d’autres facteurs de´terminants de mortalite´ autres que l’aˆge comme les facteurs socioe´cono-
miques. Nous calibrons le mode`le sur les tables de mortalite´ nationale (comme pour le mo-
de`le de Cairns classique) et sur des donne´es spe´cifiques qui tiennent compte de nombreuses
caracte´ristiques. Ces donne´es spe´cifiques proviennent de l’E´chantillon De´mographique Per-
manent de l’INSEE et fournissent des informations inte´ressantes sur la mortalite´ par aˆge et
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par traits.
Ayant calibre´ le mode`le, il est possible de faire des projections de mortalite´ dans le futur.
Nous avons e´tudie´ l’impact de certaines caracte´ristiques disponibles comme le statut matri-
monial, le niveau d’e´ducation et la cate´gorie socioprofessionnelle. Nous analysons l’impact
de ces caracte´ristiques sur la mortalite´ des hommes et des femmes et nous e´tudions aussi
l’e´volution de cet impact dans le temps. En effet, nous savons que certaines caracte´ristiques
ont un impact mais nous essayons aussi de capter la tendance d’e´volution de cette influence
qui varie avec les changements de comportements et de mœurs.
1.2.3 Mode`le microscopique de dynamique de population
La mode´lisation de l’e´volution de monde vivant et des populations est un domaine de
recherche assez complexe. Il faut prendre en compte de nombreux e´ve´nements comme les
naissances, les morts et les migrations qui sont difficiles a` mode´liser et a` pre´dire. Il existe
deux grandes cate´gories de mode`les : les mode`les macroscopiques et des mode`les microsco-
piques.
Les mode`les macroscopiques e´tudient la dynamique d’une population a` l’e´chelle de la popu-
lation alors que les mode`les microscopiques s’inte´ressent a` une description de la population
a` l’e´chelle de l’individu. Ces mode´lisations abordent le sujet de deux manie`res diffe´rentes et
ont des avantages et des inconve´nients l’un par rapport a` l’autre. Nous avons fait le choix
d’une mode´lisation microscopique.
En conside´rant des travaux mathe´matiques sur la dynamique de population, nous avons
essaye´ de mode´liser l’e´volution de la population d’eˆtres humains dans le temps. Nous pre´-
sentons un mode`le microscopique dans lequel chaque individu est mode´lise´ par son aˆge et
ses traits (qui sont des variables individuelles caracte´ristiques). Nous caracte´risons des taux
de´mographiques individuels (e´ventuellement ale´atoires) qui vont de´pendre des caracte´ris-
tiques de l’individu. De plus, nous prenons en compte l’e´volution des traits des individus
dans le temps.
Nous de´finissons dans cette partie le processus d’e´volution de la population a` valeurs dans
l’espace des mesures ponctuelles. Nous introduisons le formalisme ne´cessaire a` la description
du mode`le mathe´matique qui posse`de de nombreuses proprie´te´s inte´ressantes. Nous pou-
vons prouver l’existence et l’unicite´ forte d’un tel processus. Nous nous inte´ressons aussi
a` la me´thode de simulation du processus qui permet de ge´ne´rer des sce´narios d’e´volution.
De plus, nous prouvons l’existence de moments, nous caracte´risons son ge´ne´rateur infinite´-
simal, et nous exprimons un proble`me martingale ve´rifie´ par le processus d’e´volution. Ces
proprie´te´s sont d’une grande utilite´ et permettent de de´crire la dynamique d’e´volution de
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la population.
Tout d’abord, l’existence d’une densite´ de la distribution de la population par aˆge et par
traits assure un caracte`re assez re´gulier du processus. De plus, il est possible d’e´tablir un
lien micro/macro pour les grandes populations. En effet, lorsque la taille de la population
tend vers l’infini, le mode`le microscopique converge vers un mode`le macroscopique et il est
possible de caracte´riser la densite´ de la distribution de la population de manie`re explicite.
En effet, nous prouvons que cette dernie`re suit une e´quation aux de´rive´es partielles sto-
chastiques qui ge´ne´ralise l’e´quation aux de´rive´es partielles de McKendrick et Von-Foerster
[14, 15] qui est classique en de´mographie. Cela assure une certaine cohe´rence du mode`le a`
la fois a` l’e´chelle microscopique mais aussi a` l’e´chelle macroscopique.
1.3 Applications a` la de´mographie et aux produits d’assu-
rance vie
La proble´matique concernant le risque de longe´vite´ est tre`s e´tendue avec des applications
dans des domaines diffe´rents. Nous allons conside´rer deux applications des mode`les propose´s
dans la partie pre´ce´dente qui sont d’une part les projections de´mographiques avec l’e´tude
du proble`me des retraites et d’autre part l’e´tude du risque financier de longe´vite´ ainsi que
les possibilite´s de transfert de risque.
La baisse importante de la mortalite´ ainsi que le vieillissement de la population a des conse´-
quences de´mographiques importantes. La population est amene´e a` vieillir ine´luctablement
et il apparaˆıt inte´ressant de pouvoir quantifier ce vieillissement dans le futur en de´crivant
des sce´narios d’e´volution. L’application naturelle de ce mode`le est l’e´tude du proble`me des
retraites avec l’analyse de l’e´tat de la situation et des diffe´rentes solutions possibles. Nous
e´tudions les solutions d’une immigration choisie et d’une re´forme de l’aˆge de la retraite du
point de vue de´mographique.
Les institutions financie`res, les assurances et les fonds de pensions sont fortement expose´s
au risque de longe´vite´. Les portefeuilles de rentes et les produits d’assurance vie assurent
a` l’assure´ des flux jusqu’a` son de´ce`s. Il est donc naturel que la baisse de mortalite´ consti-
tue un risque majeur pour les compagnies d’assurance qu’il faut e´valuer. Les compagnies
d’assurance sont aussi expose´es a` un risque d’une autre nature appele´ au risque de base qui
provient du fait que les assure´s vivent ge´ne´ralement plus longtemps que la population natio-
nale moyenne. Nous analysons le risque de base et nous proposons un moyen de le quantifier.
Enfin, les produits d’assurance vie posse`dent un risque lie´ a` la longe´vite´ des individus et
inte`grent aussi un risque de taux d’inte´reˆt qui leur est inhe´rent. En effet, l’e´che´ancier des
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flux de rentes s’e´tale sur un horizon assez long et la valorisation des produits des rentes
de´pend fortement du niveau des taux d’inte´reˆt. L’assurance est preˆte a` ge´rer le risque
de longe´vite´ mais aimerait transfe´rer ce risque de taux d’inte´reˆt. Nous verrons qu’il est
possible de mettre en place un produit financier de transfert de risque entre une compagnie
d’assurance et une institution bancaire qui pourrait satisfaire les deux contreparties.
1.3.1 Pre´visions de´mographiques et e´tudes du proble`me des retraites
En associant le mode`le microscopique de dynamique de populations pre´sente´ au chapitre
6 au mode`le de mortalite´ individuelle du chapitre 5, nous pouvons effectuer des projections
de´mographiques de la population franc¸aise. Nous avons choisi une mode´lisation microsco-
pique pour les nombreux avantages qu’elle comporte. En effet, la mode´lisation microsco-
pique conside`re un e´chantillon (e´ventuellement fictif) de la population et mode´lise chacun
des individus avec ses caracte´ristiques. La mode´lisation microscopique fournit un panel de
sce´narios possibles d’e´volution dans le futur. Nous verrons que le sce´nario moyen obtenu
par cette mode´lisation est encore plus pessimiste que les pre´visions de l’INSEE concernant
le vieillissement de la population.
La situation de´mographique actuelle laisse entrevoir une situation difficile pour le paiement
des retraites dans le futur. En France, le re´gime des retraites est un syste`me par re´parti-
tion et solidarite´ interge´ne´rationnelle. Par conse´quent, le rapport des actifs sur les inactifs,
appele´ ”potential support ratio” ou ”dependency ratio”, constitue une information capitale
pour le paiement des retraites. Nous e´tudions les possibilite´s propose´es avec une politique
d’immigration et une re´forme sur l’aˆge de de´part des retraites.
Nous cherchons a` voir quelle strate´gie d’immigration le gouvernement peut choisir afin
d’avoir une situation de´mographique acceptable pour le paiement des retraites. Nous ver-
rons que la politique d’immigration actuelle n’est pas du tout suffisante et qu’il faudrait
une immigration en masse afin de modifier la structure de la population. Cependant, les
chiffres e´tant assez irre´alistes, l’ide´e que l’immigration puisse a` elle seule re´gler le proble`me
des retraites est une illusion.
Nous avons conside´re´ la deuxie`me solution d’une re´forme politique sur l’aˆge de de´part a` la
retraite que la plupart des gouvernements occidentaux essaient de mettre en place actuel-
lement. En effet, repousser l’aˆge de de´part a` la retraite permettrait dans l’ide´al de garder
les gens en activite´ plus longtemps. Les tests tendent a` prouver qu’une re´forme sur l’aˆge
de la retraite associe´e a` une immigration assez importante mais raisonnable (le´ge`rement
supe´rieure a` celle des anne´es 1970) pourrait permettre a` la population d’avoir une situa-
tion de´mographique ”acceptable” jusqu’en 2050. Ces tests ne sont pas donne´s dans le but
d’eˆtre applique´s tels quels mais plutoˆt afin de donner des pistes de re´flexion sur le proble`me
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des retraites. En effet, le proble`me des retraites ne se limite pas a` la notion de ”potential
support ratio” et il faudrait prendre en compte des notions e´conomiques comme le taux de
choˆmage et la productivite´.
1.3.2 Applications a` la finance : e´tude du risque de base d’un portefeuille
et structuration d’un produit
Les produits d’assurance vie contiennent un nombre assez important de risques financiers.
Le risque principal est un risque de taux d’inte´reˆt couple´ a` un risque de longe´vite´ mais il
existe des produits complique´s qui contiennent aussi un risque de marche´ sous-jacent comme
les ”variable annuities”. Nous nous inte´ressons aux portefeuilles de rentes qui sont les pro-
duits d’assurance vie les plus classiques.
La valorisation d’un portefeuille de rentes peut eˆtre assez complexe car elle tient compte a`
la fois des taux d’inte´reˆt et de la longe´vite´ des assure´s. Il faut par conse´quent une mode´li-
sation du risque de longe´vite´ assez fine ainsi qu’une mode´lisation des taux d’inte´reˆt qui soit
satisfaisante a` long terme (les horizons pouvant eˆtre assez longs). Nous utilisons le mode`le
de mortalite´ du chapitre 5 et le mode`le de dynamique de population du chapitre 6. Il se pose
un autre proble`me concernant le risque spe´cifique de longe´vite´ qui est l’e´valuation du risque
de base. En effet, les assure´s ayant des caracte´ristiques diffe´rentes de celles d’un individu
moyen ont un niveau de mortalite´ diffe´rent. Les assurances doivent mettre un capital pour
faire face a` ce risque qui est appele´ risque de base. En utilisant les mode`les de mortalite´ et
de dynamique de population, nous pouvons quantifier le risque de base en tenant compte
de l’he´te´roge´ne´ite´ du portefeuille.
Le transfert de risque associe´ aux produits d’assurance vie est assez complexe e´tant donne´
les caracte´ristiques spe´cifiques du risque de longe´vite´. Il est assez difficile de mettre en place
un transfert de risque de longe´vite´ entre deux contreparties du fait de l’absence d’indice de
re´fe´rence sur le marche´ de la longe´vite´ qui engendre une dissyme´trie d’information.
Afin de mettre en place un produit entre deux institutions, il faut que chaque contrepartie
s’engage dans un domaine ou` elle a les compe´tences suffisantes. L’assurance est spe´cialiste
dans la gestion du risque de longe´vite´ mais ne couvre que tre`s rarement les risques de
taux d’inte´reˆt. La banque est elle spe´cialise´e dans la gestion du risque financier comme le
risque de taux d’inte´reˆt mais ne peut supporter un risque de longe´vite´ trop important. Nous
mettons en place un produit, appele´ la ”Longevity Nominal Chooser Swaption” (LNCS),
permettant a` l’assurance de transfe´rer le risque de taux d’inte´reˆt du produit d’assurance vie
tout en conservant le risque de longe´vite´. La Longevity Nominal Chooser Swaption est un
produit qui re´pond aux attentes principales des deux contreparties. Nous de´crivons l’e´tude
de ce produit en de´tails.
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Chapitre 2
Wishart Stochastic Volatility
Introduction
This chapter is inspired by an article [4] submitted at Journal of Computational Finance
that deals with the study of a Wishart stochastic volatility models. We present the frame-
work of the model and approximations of the smile in a slow volatility time scale and a
multiscale volatility.
Motivations
The Black-Scholes model (1973) does not incorporate the observable phenomenon that
implied volatility of derivative products is strike- and maturity- dependent. To reproduce
some market conditions like the smile effect, various models have been introduced such
as local volatility and stochastic volatility models. The first step was the introduction by
Dupire (1994) of local volatility models where the underlying volatility σ(t, S) depended
on the level of the underlying S itself. The most famous one is the Constant Elasticity of
Variance model (CEV) in which the volatility is proportional to Sα, where α is a positive
constant. Then, stochastic volatility models appeared where volatility is assumed to be a
stochastic process. Thus, models became more complex because of the market incomple-
teness which implies that traders can not hedge their products by dealing only with the
asset. The Heston model (1993) presents a volatility with an effect of mean reversion, and is
commonly used in financial markets because of its flexibility. However, these models cannot
fit accurately market data for short or long maturities, and recent researches have been
carried out to improve this point.
A way to solve this problem is the introduction of a multifactor stochastic volatility mo-
del. C. Gourieroux and R. Sufana [21, 22] (2006) developed a multifactor version of the
Heston model. Indeed, they assumed that volatility follows a Wishart process introduced
by M.F. Bru [5] (1991) so that the model preserves its linear properties and consequently
its tractability. J. Da Fonseca, M. Grasselli and C. Tebaldi [9](2005) have improved the
17
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initial modeling considering that the volatility of the asset is the trace of a Wishart pro-
cess. That allows to take into account stochastic correlation between the underlying asset
and the volatility process and provides a wealthy but complex model. The simplistic case
where the matrix of mean reversion, the volatility of volatility matrix and the correlation
matrix are diagonal matrices gives a small intuition of the model performance given that
the diagonal components of the Wishart process are in fact Cox-Ingersoll-Ross processes :
by considering the volatility as the trace of the Wishart process, the model is equivalent to
a simple multifactor Heston model. However, one can see that a multifactor Heston model
(like in [7]) is not flexible enough in regard to the stochastic correlation. Indeed, in a classic
extension of a multifactor Heston model, the factors appearing in the stochastic correlation
formula are exactly the same as the volatility expression’s ones. In order to extend this
model, we will focus on a specification of the Wishart volatility model allowing to add free-
dom degrees concerning the stochastic correlation. Besides, we will consider the case where
the correlation matrix is not diagonal and we will highlight the fact that this model differs
from a standard multifactor Heston model given that the stochastic correlation depends on
a new factor.
This model belongs to the class of affine models and is tractable in the way that it exists
an explicit expression of the conditional characteristic function which allows the use of the
Fast Fourier Transform method (FFT) given by P. Carr and D. Madan [6] (1999). Being
factorial models, affine models have consequently intrinsic capabilities to integrate source
of risk and are powerful tools of projection. Besides, with its mean-reversion effect, this
Wishart volatility model is compatible with classic macroscopic phenomena.
Nevertheless, generating the smile of implied volatility is not fast enough, therefore the
calibration remains a problem. Accurate approximations are needed in order to calibrate
directly or to furnish a relevant initial set of parameters for initiating the calibration pro-
cedure. Moreover, for the users of this model such as traders, having instantly an approxi-
mation with a closed formula for the smile could be very useful. Indeed, these explicit
expressions give an intuition of the influence of the parameters like correlation, volatility of
volatility and mean-reversion parameters. Many academics and practitioners have tackled
this challenge and have introduced specific methods. To cite some of them, there are the
singular and regular perturbations methods based on the perturbation of the evaluation
PDE [16, 17, 18], a procedure considering the link between the spot and the implied vo-
latility for a long volatility scale [15], a method based on geometric using the heat kernel
expansion on a Riemann manifold [29], a method based on Malliavin calculus [28] and so
on. These methods have not been studied and done for the Wishart volatility model but
the standard singular perturbations methods, allowing an approximation for a two-scale
volatility, becomes quickly hard to apply (the second order is really difficult to obtain) [3].
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Presentation of the study
This paper is organized as follows : we first present the definition and the framework
of the Wishart volatility model where the volatility of the asset is given by the trace of a
Wishart process. Then, we will also see some numerical ideas to evaluate options in the
Wishart volatility model by Monte Carlo methods. Indeed, without simulating directly the
general Wishart process, a change of probability based on a link with Ornstein-Uhlenbeck
processes allows an approximation by importance function. In Section 3, we will study
the asymptotic behaviour of the smile for a slow (or long) volatility time scale and for a
two-scale volatility by considering the ”characteristic life times” of the volatility as detailed
in the article. Inspired by the singular and regular perturbations methods developed by
Fouque and al. described in [16, 17, 18] to the Wishart volatility model, we have found
a useful asymptotic approximation. This method uses the affine properties of the model
through a perturbation of the Riccati equations and is easy to carry on. Those simple
expressions allow to obtain instantly the skew and the smile for some reasonable range
of parameters. Moreover, the convergence and the robustness in relation to parameters of
this approximation are analyzed in practice but not in theory. Finally, this approximation
provides an adequate calibration tool for admissible parameters as well as an outline of the
parameters’ influence in the Wishart volatility model.
Notations
To begin with, let us introduce some notations on sets of matrices :
• Mn,m(R) : set of real matrices n×m.
• GLn(R) : set of real invertible matrices n× n.
• On(R) : set of real orthogonal matrices n× n.
• σ(M) : set of the eigenvalues of the matrix M , called spectrum of the matrix M .
• Sn(R) : set of real symmetric matrices.
• S−n (R) : set of nonpositive symmetric matrices i.e. for M ∈ S−n (R), ∀λ ∈ σ(M), λ ≤ 0.
• S+n (R) : set of nonnegative symmetric matrices i.e. for M ∈ S+n (R), ∀λ ∈ σ(M),
λ ≥ 0.
• S˜+n (R) : set of strictly nonnegative symmetric matrices i.e. for M ∈ S˜+n (R), ∀λ ∈
σ(M), λ > 0.
• A> is the transposed matrix of A.
• For A a nonnegative symmetric matrix, √A is the unique nonnegative symmetric
matrix such as
√
A
√
A = A.
• For A ∈Mn,n(R), Tr(A) is the trace of the matrix A.
Let us consider a probability space (Ω,F ,Q) equipped with a filtration {Ft} satisfying usual
conditions. The probability measure Q corresponds to a ”risk-neutral” measure under which
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the price of any asset is the conditional expectation of its discounted future cash flows.
2.1 The Wishart Process
The Wishart process which was originally studied by Bru [5] in 1991 was introduced
in finance by Gourieroux and al. in [21]. Then, many authors have developed stochastic
volatility models using the Wishart processes and this paper is focused on the ”Wishart
volatility model”presented by Da Fonseca and al. [9, 11]. Some specifications and properties
of the Wishart process are recalled for a better understanding.
2.1.1 Definition of the Wishart processes
Definition
The Wishart standard distribution is a multidimensional generalization of the χ2 distribu-
tion and is very useful for the estimation of the covariance matrices in multivariate statistics
[30]. Indeed, the Wishart distribution corresponds to the law of the covariance matrix esti-
mator of a Gaussian vector sample : Let X1, ..., Xn be n independent Gaussian vectors in
Rp such as Xi ∼ N (0,Σ), i = 1, ..., n.
The law of the p× p random matrix S = ∑ni=1XiX>i is called Wishart distribution noted
S ∼W (Σ, p, n). When Xi ∼ N (µ,Σ), i = 1, ..., n, the law of S =
∑n
i=1XiX
>
i is called non
central Wishart distribution noted S ∼W (Σ, p, n, µ).
In order to model covariance matrices dynamics, we need to focus on process valued on
nonnegative matrices. Then, the trace of such matrices may be considered for modelling
positive stochastic volatility process. Consider now the classic definition of the Wishart
process through its diffusion equation.
Definition 2.1 (Bru [5]). Let {Wt, t ≥ 0} denote a n×n matrix-valued Brownian motion
under the probability measure Q. The matrix-valued process V is said to be a Wishart process
if it satisfies the following diffusion equation
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt, V0 = v0, (2.1)
where Q ∈ GLn(R) is a n× n invertible matrix, M is a n× n nonpositive matrix, v0 ∈ S˜+n
is a strictly nonnegative symmetric matrix and β a real such as β > (n− 1).
The condition β > n − 1 is introduced to ensure existence and uniqueness of the solution
Vt ∈ S+n of Equation (2.1). Moreover, as shown in [5, 9], for β ≥ n + 1, eigenvalues of the
solution are strictly nonnegative ∀t ≥ 0 a.s Vt ∈ S˜+n
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The Laplace transform
The diffusion satisfied by the Wishart process belongs to the class of affine diffusions
[13]. Consequently, an explicit expression for the Laplace transform is available via the
resolution of a Riccati system and this notion will be a key tool for future developments.
This Laplace transform belongs to the family of Wishart distribution Laplace transforms
as described for example in [30] what explains the designation ”Wishart process”. Let
Ψt(h,Θ) = E[exp(−Tr(ΘVt+h))|Vt] define the Laplace transform of the Wishart process.
Proposition 2.1 (Gourieroux & Sufana [21]). For Θ ∈ S+n and t, h ≥ 0, let Ψt(h,Θ) =
E[exp(−Tr(ΘVt+h))|Vt] the Laplace transform of Vt+h given Vt. Then,
Ψt(h,Θ) =
exp−Tr[∆(h)>Θ(In + 2Σ(h)Θ)−1∆(h)Vt]
(det[In + 2Σ(h)Θ])
β
2
, (2.2)
with
∆(h) = exp(hM), Σ(h) =
∫ h
0
∆(s)Q>Q∆(s)>ds.
2.1.2 Examples
Let us present some useful and simple examples.
Multidimensional Cox-Ingersoll-Ross processes
Let us consider a Wishart process with diagonal matrices M , Q and R. It can be seen
as a multidimensional Cox-Ingersoll-Ross process. Indeed, the dynamics of the diagonal
components are :
dV iit = (β(Q
ii)2 + 2M iiV iit )dt+ 2Q
ii
n∑
k=1
√
Vt
ki
dW kit .
Although their dynamics seem to depend on other components of the Wishart process,
that is just an illusion. The Brownian motions can be concatenated through the following
expression
d < V ii, V ii >t = 4
(
(Qii)2(
n∑
k=1
√
Vt
ki√
Vt
ki
)
)
dt = 4(Qii)2(
√
Vt
√
Vt)
iidt = 4(Qii)2V iit dt.
So, B = (B1, ..., Bn) defined by dBit =
√
V iit
−1∑n
k=1(
√
Vt
ki)dW kit is a vector of n inde-
pendent Brownian motions. Then,
dV iit =
(
β(Qii)2 + 2M iiV iit
)
dt+ 2Qii
√
V iit dB
i
t.
Then, in this simple case where parameters are diagonal matrices, the diagonal components
of the Wishart process are independent Cox-Ingersoll-Ross processes.
21
Chapitre 2. Wishart Stochastic Volatility
Link between Wishart processes and Ornstein Uhlenbeck processes
A natural way to generate a ”Wishart process” is to replace the Gaussian vectors Xi in the
definition of a Wishart distribution (Section 1.1.1) with Ornstein-Uhlenbeck processes Xi,t.
With this representation which implies that β is an integer, the Wishart volatility model
described in Section 2 appears as an example of Quadratic Gaussian models.
Considering β independent n-dimensional Ornstein-Uhlenbeck processes :
dXk,t = MXk,tdt+Q
>dWk,t, and Vt :=
β∑
k=1
Xk,tX
>
k,t
Then, the process (Vt) is a Wishart process with the following dynamics.
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt,
with W a matrix-valued Brownian motion, determined by
√
VtdWt =
β∑
k=1
Xk,tdW
>
k,t.
In this framework, the matrix M can be seen as the mean-reversion parameter of the Wi-
shart process and Q as the volatility parameter.
Consequently, the simulation Ornstein-Uhlenbeck processes allows the simulation of a Wi-
shart process in the case where β is an integer. Therefore, the first step is to consider the
simple case where β ≥ n+ 1 is an integer. For the initialization of the Ornstein-Uhlenbeck
processes, one can notice that the initial matrix V0 is real and symmetric and can be then
diagonalized. Using the eigenvectors Φk and the eigenvalues λk, one can write :
V0 =
n∑
k=1
λkΦkΦ
>
k .
Then, the initialization of the Ornstein-Uhlenbeck processes can be done{
X¯k,0 =
√
λkΦk if 1 ≤ k ≤ n,
X¯k,0 = 0 if n+ 1 ≤ k ≤ β
Finally, for 1 ≤ i ≤ N , simulating {X¯k,ti , 1 ≤ k ≤ β} by one of the methods described in
the next paragraph furnishes the discretization of this Wishart process
V¯ti =
β∑
k=1
X¯k,tiX¯
>
k,ti
.
This simulation procedure for this Wishart process needs the simulation of Ornstein-
Uhlenbeck processes which is classic and can be done by an Euler scheme or an exact
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simulation using the knowledge of the conditional distribution (See Appendix A).
However, this way does not provide the most general class of the Wishart process and there
is a very useful extension in practice by considering the same dynamics with a real β. As
developed in Section 1.3.2, Girsanov theorem gives a change of probability measure allowing
to move from β integer to β real. The general case will be detailed after.
2.1.3 Determinant dynamics and change of probability measure
In this part, the stochastic differential equation describing the determinant dynamics of
Wishart process is presented and analyzed. At the end of this section, a change of probability
measure is highlighted allowing a change of drift in the dynamics of Wishart process. Using
determinant dynamics, the likelihood ratio martingale has an explicit functional form (2.4)
and allows an efficient evaluation procedure by importance function.
Determinant dynamics
The dynamics of determinant will be essential to handle this change of probability measure
that will be very important for the evaluation of expectations where β is not an integer. A
useful theorem given in [5] has to be recalled (without proof) for the future understanding.
Theorem 2.1 (Bru [5]). Let {ζt = (ζijt )1≤i,j≤n} be a continuous semimartingale process
valued in the matrix set Sn(R). Let Ut ∈ On(R) such as U>t ζtUt = diag(λ1t , ..., λnt ) where
{λit, 1 ≤ i ≤ n} are the eigenvalues of ζt.
Let {At = (Aijt )1≤i,j≤n, t ≥ 0} be the process defined as
At =
∫ t
0
U>s dζsUs, ∀t ≥ 0 such as d < Aij , Aji >= Γijt dt.
Then, the dynamics of eigenvalues of Vt can be written as
dλit = dM
i
t + dJ
i
t , dJ
i
t =
∑
j 6=i
1
λit − λjt
Γijt dt+ dΘ
i
t,
where dM i and dΘi are respectively the martingale part and the finite variation part of dAii.
Let us denote Q˜t = U
>
t QUt and M˜t = U
>
t MUt and Zt =
∫ t
0 U
>
s dWsUs.
By applying the previous theorem, the dynamics of eigenvalues are characterized by the
following stochastic differential equation.
dλit = [β(Q˜
>
t Q˜t)
ii + 2λitM˜
ii
t +
∑
j 6=i
(λitQ˜
>
t Q˜t)
jj + (λjt Q˜
>
t Q˜t)
ii
λit − λjt
]dt+ 2
√
λit
n∑
k=1
Q˜kit dZ
ik
t .
It can be proved that all eigenvalues are independent and are non-colliding [5, 14] meaning
that d < λi, λj >t= 0. Therefore, the differentiation of the determinant yields to the
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following expression d(det(Vt)) = det(Vt)
∑n
i=1
dλit
λit
. Moreover, by using the trace invariance
by a change of basis, the dynamics of determinant of Vt are obtained by
d(det(Vt))
det(Vt)
= [(β − n+ 1)Tr(V −1t Q>Q) + 2Tr(M)]dt+ 2Tr(
√
V −1t dWtQ),
which implies that the
d log(det(Vt)) = [(β − n− 1)Tr(V −1t Q>Q) + 2Tr(M)]dt+ 2Tr(
√
V −1t dWtQ). (2.3)
Change of the probability measure
From a mathematical point of view, it is really important to analyze the change of the
probability measure allowing a change of the drift in the process dynamics. In practice, for
a financial use like calibration of parameters on historic data, a Wishart process has to be
studied in its general form with β ≥ n+ 1 and β ∈ R. Considering the floor function allows
to write β = K + 2ν with K = [β] ≥ n+ 1 and ν a real number such as 0 ≤ ν ≤ 12 .
The aim of this development is to find a change of probability measure in order to change
the generalized Wishart diffusion into the simple one where K is an integer. This new
probability measure is noted Q∗|FT and can be expressed as follows
Theorem 2.2. Let q = K + ν − n − 1. If fT (Q,Q∗) = dQ|FTdQ∗|FT defines the Radon-Nikodym
derivative of Q|FT with respect to Q
∗
|FT , then
fT (Q,Q∗) =
det(VT )
det(V0)
ν
2
exp[−νT Tr(M)] exp
[
−ν
2
q
∫ T
0
Tr(V −1s Q
>Q)ds
]
. (2.4)
Proof 2.1. Like in [14], a probability measure Q∗ can be specified through an exponential
martingale
dQ
dQ∗ |FT
= exp
[
ν
∫ T
0
Tr(
√
V −1s dWsQ)− ν
2
2
∫ T
0
Tr(V −1s Q
>Q)ds
]
.
Therefore, this expression suggests to define a new process W ∗ by
W ∗t = Wt + ν
∫ t
0
√
V −1s Q>ds.
By Girsanov theorem, it is easy to check that W ∗ is a matrix-valued Brownian motion
under the probability measure Q∗. Consequently, the dynamics of Wishart process under
this probability measure Q∗ can be rewritten as follows
dVt = (KQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdW
∗
t Q+Q
>(dW ∗t )
>√Vt.
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The Radon-Nikodym derivative can be simplified using the determinant dynamics. Indeed,
as noted in the first section, we have
log[
det(Vt)
det(V0)
] = 2T Tr(M) + (K − n− 1)
∫ T
0
Tr(V −1s Q
>Q)ds+ 2
∫ T
0
Tr(
√
V −1s dW ∗sQ).
Finally, the change of the probability measure can be obtained by
dQ|FT =
det(VT )
det(V0)
ν
2
exp[−νT Tr(M)] exp
[
−ν
2
(K + ν − n− 1)
∫ T
0
Tr(V −1s Q
>Q)ds
]
.dQ∗|FT ,
which completes the proof.
This change of probability measure allows to bring back the problem to the simple case
considered before. It will be very useful for many applications and more particularly for
evaluation by Monte Carlo method.
2.2 Wishart stochastic volatility model in the stock deriva-
tives market
2.2.1 Presentation of the Wishart volatility model
In this part, the Wishart volatility model is presented as well as its essential characteristics.
The properties inherent in this model will allow an accurate and an efficient consistency
with the market. The underlying volatility is defined as the trace of a Wishart process.
Therefore, the diagonal components of the Wishart matrix will be the factors guiding the
dynamics of volatility. Under the risk neutral probability measure, the asset dynamics are
given by the following expression
dSt
St
= rdt+ Tr[
√
Vt(dWtR+ dZt
√
In −RR>)] S0 = x.
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt V0 = v0, (2.5)
where {Vt, t ≥ 0} is a Wishart matrix-valued process as introduced in the previous section,
r is the interest rate considered constant, St the price of the asset at date t, R a matrix such
as ρ(R) = max{λ, λ ∈ σ(R)} ≤ 1, W , Z are independent matrix-valued Brownian motions.
The matrix R describes to the correlation between the Brownian matrices of the asset
and those of the Wishart process. The matrix M represents the matrix of mean reversion
and the matrix Q is the volatility of the volatility.
The dynamics of log-price Yt = log(St) are deduced easily
dYt = (r − Tr(Vt)
2
)dt+ Tr[
√
Vt(dWtR+ dZt
√
In −RR>)] Y0 = y.
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt V0 = v0. (2.6)
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It is conventional to write the log-price and its volatility dynamics as driven by two corre-
lated Brownian motions BYs and B
V
s . In fact, as it is done in [11] by using a concatenation
of the Brownian motions like in Section 1.2, the asset dynamics can be rewritten as follows
dYt = (r − Tr(Vt)
2
)dt+
√
Tr(Vt)dB
Y
t , (2.7)
dTr(Vt) = (βTr(Q
>Q) + 2Tr(MVt))dt+ 2
√
Tr(Q>QVt)(ρtdBYt +
√
1− ρ2tdBVt ),
where d < BY , BV >t= ρt =
Tr(R>QVt)√
Tr(Vt)
√
Tr(Q>QVt)
.
Fourier transform
In order to calculate price of options by FFT method, define the instantaneous realized
mean variance Ut =
∫ t
0 Tr(Vs)ds, and consider the Laplace Transform Ψt(T, θ, γ, δ) =
E[eTr(θVt)+γYT+δUT |Ft] of (V, Y, U).
This function has to be explicitly calculated in order to price many derivative products such
as vanilla options or Variance Swap. Since the system (V, Y, U) defines an affine model, the
Laplace Transform Ψ can be easily expressed with functions that are solutions of a Ric-
cati system [13]. The resolution is possible for example by using the linearization method
introduced by J. Da Fonseca and al.[9].
Theorem 2.3.
Ψt(T, θ, γ, δ) = exp[Tr[A(T − t)Vt] +B(T − t)Yt + C(T − t)Ut +D(T − t)],
where A, B, C and D are solutions of the following Riccati equations
A
′
(τ) =
(
γ(γ − 1)
2
− δ
)
In +A(τ)M + (M
> + 2γR>Q)A(τ) + 2A(τ)Q>QA(τ).
B(τ) = γ, C(τ) = δ.
D
′
(τ) = rγ + βTr[Q>QA(τ)], (2.8)
with the terminal conditions A(0) = θ and D(0) = 0.
By using the linearization method, the solutions for A and D are given by
A(τ) = F (τ)−1G(τ).
D(τ) = γτ [r − βTr(R>Q)]− β
2
[Tr(M)τ + log(detF (τ))], (2.9)
with
[G(τ) F (τ)] = [0 In] exp(τZ(γ, δ))
Z(γ, δ) =
(
M −2Q>Q
(γ(γ−1)2 − δ)In −(M> + 2γR>Q)
)
.
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Proof 2.2. The function ft(T, V, Y, U) = exp[Tr[A(T − t)Vt] +B(T − t)Yt +C(T − t)Ut +
D(T − t)] has to be a martingale. Thus, Girsanov theorem suggests to find a martingale Mt
such as
log[ft(T, V, Y, U)] = Mt − 1
2
< Mt,Mt > . (2.10)
Applying Itoˆ formula to the affine function ft(T, V, Y, U) yields
d log[ft(T, V, Y, U)] = −
(
Tr[A
′
(T − t)Vt]dt+B′(T − t)Yt + C ′(T − t)Ut +D(T − t)
)
dt
+
(
Tr[βQ>QA(T − t)] + Tr[A(T − t)MVt] + Tr[M>A(T − t)Vt]
)
dt
+Tr[A(T − t)
√
VtdWtQ] + Tr[A(T − t)Q>dW>t
√
Vt]
+
(
B(T − t)− 1
2
Tr[B(T − t)Vt]
)
dt
+Tr[B(T − t)
√
VtdWtR] + Tr[B(T − t)dZt
√
In −RR>]
+C(T − t)Tr(Vt)dt. (2.11)
This expression allows us to find the martingale Mt
dMt = Tr[A(T − t)
√
VtdWtQ] + Tr[A(T − t)Q>dW>t
√
Vt]
+Tr[B(T − t)
√
VtdWtR] + Tr[B(T − t)dZt
√
In −RR>].
For the calculation of the quadratic variation of Mt, noted < Mt,Mt >, let us recall some
useful expressions
d < Tr(AdWtB) >= Tr(BAA
>B>)dt,
d < Tr(AdWtB), T r(CdWtD) >= Tr(DCA
>B>)dt.
Then, the quadratic variation < Mt,Mt > of the martingale is expressed as follows
d < Mt,Mt > =
(
4Tr[A(T − t)Q>QA(T − t)Vt] +B2(T − t)Tr[Vt]
)
dt
+
(
Tr[B(T − t)R>QA(T − t)Vt]
)
dt.
Then, replacing this expression in (2.10) and identifying with (2.11) gives
0 =
(
−2Tr[A(T − t)Q>QA(T − t)Vt]− 1
2
B2(T − t)Tr[Vt]− 1
2
Tr[B(T − t)R>QA(T − t)Vt]
)
−
(
Tr[A
′
(T − t)Vt]dt+B′(T − t)Yt + C ′(T − t)Ut +D(T − t)
)
+
(
Tr[βQ>QA(T − t)] + Tr[A(T − t)MVt] + Tr[M>A(T − t)Vt]
)
+
(
B(T − t)− 1
2
Tr[B(T − t)Vt]
)
+ C(T − t)Tr(Vt).
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Finally, identifying the terms with Vt, Yt and Ut gives
A
′
(τ) =
(
γ(γ − 1)
2
− δ
)
In +A(τ)M + (M
> + 2γR>Q)A(τ) + 2A(τ)Q>QA(τ)
B(τ) = γ, C(τ) = δ
D
′
(τ) = rγ + βTr[Q>QA(τ)].
Riccati equation linearization
Let us search A such as
A(τ) = (F (τ))−1G(τ), F (0) = In, G(0) = 0.
By replacing this expression in the first Riccati equation of (2.12)
−(F (τ))−1F ′(τ)A(τ) + (F (τ))−1G′(τ) =
(
γ(γ − 1)
2
− δ
)
In + (F (τ))
−1G(τ)M,
+ (M> + 2γR>Q)A(τ)
+ 2(F (τ))−1G
′
(τ)Q>QA(τ).
Therefore, by multiplying on the left by F (τ) and identifying terms with A and without A,
we obtain
G
′
(τ) = G(τ)M +
(
γ(γ − 1)
2
− δ
)
F (τ),
F
′
(τ) = −G(τ)Q>Q− F (τ)(M> + 2γR>Q). (2.12)
This system of equations can be written as follows
[G
′
(τ) F
′
(τ)] = [G(τ) F (τ)]Z(γ, δ),
with Z(γ, δ) ∈M2n(R) defined by
Z(γ, δ) =
(
M −2Q>Q
(γ(γ−1)2 − δ)In −(M> + 2γR>Q)
)
.
Thus, the solution is given by
[G(τ) F (τ)] = [0 In]exp(τZ(γ, δ)).
Resolution of the equation that D follows
By integrating the fourth equation of (2.12), we have
D(τ) = γrτ + βTr[
∫ τ
0
Q>QA(s)ds].
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On the other hand, by multiplying on the left left by F (τ)−1 the second equation of (2.12),
integrating it between 0 and τ , and taking the trace, we find
βTr[
∫ τ
0
Q>QA(s)ds] = −β
2
(Tr[
∫ τ
0
F (s)−1F
′
(s)ds] + Tr(M> + 2γR>Q)τ).
Finally the solution is given by
D(τ) = γτ [r − βTr(R>Q)]− β
2
[Tr(M)τ + log(detF (τ))].
In order to calculate the price of Call options with a resolution by FFT method, a closed
formula for the Fourier transform of log-price is needed. The expression of this Fourier
transform is defined by Φt(T, γ) = E[exp(iγYT )|Ft] = Ψt(T, 0, iγ, 0) and an explicit formula
can be deduced easily. Another proof of this corollary can be found in [9]
Corollary 2.1.
Φt(T, γ) = exp[Tr[A(T − t)Vt] +B(T − t)Yt + C(T − t)],
where A and C are solutions of the following Riccati equations
B(τ) = iγ.
A
′
(τ) =
iγ(iγ − 1)
2
In +A(τ)M + (M
> + 2iγR>Q)A(τ) + 2A(τ)Q>QA(τ).
C
′
(τ) = irγ + βTr[Q>QA(τ)].
The linearization method can be used and gives
A(τ) = F (τ)−1G(τ),
C(τ) = iγτ [r − βTr(R>Q)]− β
2
[Tr(M)τ + log(detF (τ))], (2.13)
with
[G(τ) F (τ)] = [0 In] exp(τZ(γ))
Z(γ) =
(
M −2Q>Q
iγ(iγ−1)
2 In −(M> + 2iγR>Q)
)
.
Flexibility of the Wishart volatility model
As seen in Section 1.2.1, the Wishart process is an extension of a multidimensional Cox-
Ingersoll-Ross process. Thus, the Wishart volatility model will be also an extension of a
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multidimensional Heston model by considering diagonal matrices. Indeed, there is a bi-
jection concerning the volatility parameters between the Heston model and the Wishart
volatility model with this restricted specification. Moreover, we have the same correlation
structure for those models and the stochastic correlation is given by
ρt =
∑n
i=1R
iiQiiV iit√∑n
i=1 V
ii
t
√∑n
i=1(Q
ii)2V iit
.
This particular case underlines the fact that the Wishart volatility model extends the mul-
tifactor Heston model in terms of volatility and correlation. In practice, the model used will
be a simple extension of the multifactor Heston model. Moreover, the Wishart volatility
model in the general case has additional properties. Indeed, in a multidimensional Heston
model, the correlation is stochastic but depends on factors that generate the volatility dy-
namics. In the case of the Wishart volatility model, the correlation depends on the volatility
factors but depends also on other factors in formula (2.8) (the non diagonal components
of the Wishart process Vt). It is an important property allowing degrees of freedom for
the correlation and consequently for the skew and the smile. For example, in the Heston
model, the change of sign of the skew is constrained by the correlation coefficients and the
volatility factors whereas in the Wishart volatility model, the change of sign does not have
this constraint thanks to the additional independent factor [10].
To develop the intuition on the importance of the stochastic correlation, we refer to
asymptotic results in short maturities from V. Durrleman [15] where the link between
correlation and implied volatility skew at the money are explicit.
Asymptotic skew in the Wishart volatility model
The Wishart volatility model gives a stochastic correlation (for n ≥ 2) which is an important
property. The correlation ρt being stochastic allows the model to generate a smile with
a wealthy structure. Indeed, the market is more and more complex and now the skew
is considered by practitioners as stochastic. Following standard notations with Σt(T,K)
denotes the implied volatility of a Call with a maturity T and a strike K, the skew at the
money can be calculated for short maturities by using asymptotic methods developed by
Durrleman.
Theorem 2.4. (V. Durrleman [15])
Let us suppose that we are given adapted processes a, a˜, b, c such that there exists a strictly
positive solution to the following stochastic differential equation :
dσ2t = (bt + a
2
t + σ
2
t (at + ct))dt− 2σt(atdWt + a˜tdW˜t),
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where a given initial condition σ0 and such that
d < a,W >t= −σt
(
3ct
2
+
3a2t
4σ2t
− a˜
2
t
σ2t
)
dt.
Further let
St = S0 exp
(∫ t
0
σsdWs − 1
2
∫ t
0
σ2sds
)
be the stock process and Σt(T,K) be the corresponding implied volatility, then
Σt(t, St) = σt,
∂Σt
∂K
(t, St) = − at
2StΣt(t, St)
,
∂Σt
∂T
(t, St) =
bt
4Σt(t, St)
,
∂2Σt
∂K2
(t, St) =
1
2S2t Σt(t, St)
(
at + ct − a
2
t
2Σt(t, St)2
)
. (2.14)
Therefore, the skew being strongly linked with the correlation represented by atσ(t) , this
correlation has to be stochastic. Then, the need of a model that can explain this phenome-
non becomes essential. The stochastic correlation appears to be one of the crucial notions
describing the capacity of a model to generate smiles. As explained in the next section,
in terms of correlation, the Wishart volatility model appears more flexible than a multi-
dimensional Heston model. For the expression of the skew at the money (K = St) in the
Wishart volatility model, the application of this theorem with at = −Tr(R
>QVt)
Tr(Vt)
provides
the following expression
∂Σt
∂K
(t, St) =
Tr(R>QVt)
2St(Tr(Vt))
3
2
. (2.15)
Comment 2.1. It is important to notice that Theorem 2.4 also provides an expression of
∂2Σt
∂K2
(t, St) and
∂Σt
∂T (t, St) allowing to analyze the convexity and the slope at the money of
the asymptotic smile, but it is not brought up in this development. We focus here on the
skew at the money to bring to the light the stochastic correlation property and to give a
benchmark for the approximation in the next section but we could have also described the
convexity and the slope at the money of the implied volatility.
2.2.2 Evaluation of options by Monte Carlo methods
There are many products for which the evaluation does not have any closed-form expression.
Therefore, a Monte Carlo method has to be considered in order to price those contracts
and the problem to simulate a Wishart process becomes essential.
The use of a standard Euler scheme for a general Wishart process is prohibited since it does
not guarantee the positiveness of the simulated matrices. The other method consisting in
taking the positive part of the eigenvalues would introduce a bias and is rejected. Then, an
efficient method, based on a fundamental link between Wishart and Ornstein-Uhlenbeck
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processes, was highlighted in the previous section in the case of β real. This method will
naturally keep the positiveness of the matrix-valued Wishart process [19, 1] 1. Now, the
question is to see how the complete Wishart volatility model can be simulated and how the
European options can be evaluated by Monte Carlo. Considering a general Wishart process,
the underlying dynamics are expressed under the probability measure Q∗ in order to use
the simulation method developed in Section 1.2.2
dSt
St
= [r − νTr(Q>R)]dt+ Tr[
√
Vt(dW
∗
t R+ dZt
√
In −RR>)].
dVt = (KQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdW
∗
t Q+Q
>(dW ∗t )
>√Vt.
Integrating this stochastic differential equation furnishes a useful form of the log-price
discretization
log(Sti) = log(Sti−1) +
(
(r − νTr(Q>R))∆t− 1
2
∫ ti
ti−1
Tr(Vs)ds
)
+ Tr
[∫ ti
ti−1
√
VsdWsR+
∫ ti
ti−1
√
VsdZs
√
In −RR>
]
.
The increments {εk,i}1≤k≤β, already used to simulate the Ornstein Uhlenbeck processes with
the scheme (2.25), allows to simulate Tr[
∫ ti
ti−1
√
VsdWsR]. For the other terms, a standard
Euler scheme is selected giving the following expressions∫ ti
ti−1
√
VsdWs =
β∑
k=1
∫ ti
ti−1
Xk,sdW
>
k,s =
√
∆t
β∑
k=1
Xk,tiε
>
k,i,
∫ ti
ti−1
Vsds = V¯ti−1∆t.
T r
[∫ ti
ti−1
√
VsdZs
√
In −RR>
]
=
√
∆t
√
Tr(Vti−1(In −RR>))Zi,
where Zi ∼ N (0, 1) are the components of an independent Gaussian vector and being
independent with the increments εk,i
Finally, the Euler scheme for the asset is characterized by
log(S¯ti) = log(S¯ti−1) +
[
r − νTr(Q>R)− 1
2
Tr(V¯ti−1)
]
∆t+
√
∆tT r
[
β∑
k=1
X¯k,ti−1ε
>
k,iR
]
+
√
∆t
√
Tr(Vti−1)− Tr(Vti−1RR>)Zi.
Therefore, the price of an European option at the maturity T with a payoff f is evaluated
by
1. During the revision August 2009 - January 2010, two papers have been posted about the simulation of
the Wishart model : on September 2009 by P. Gauthier and D. Possamai on June 2010 by A. Abdelkoddousse
and A. Alfonsi
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pi0 = EQ[exp(−rT )f(ST )]
= exp[−(r + ν Tr(M))T ]EQ∗
{(
det(VT )
det(V0)
) ν
2
exp[−ν
2
(K + ν + n− 1)
∫ T
0
Tr(V −1s Q
>Q)ds]f(ST )
}
.
The simulation of the integral appearing in the Radon-Nikodym function can be discretized
and approximated as follows∫ t+∆t
t
Tr(V −1s Q
>Q)ds ∼ 1
2
∆tT r[(V −1t + V
−1
t+∆t)Q
>Q].
Finally, it is possible to make a Monte Carlo evaluation for an option given that the asset
and the Radon-Nikodym derivative of Q with respect to Q∗ can be simulated using an Euler
scheme. One can see that the expectation under the new probability measure depends on
the path of (Vt)t≤T what makes the evaluation costly.
2.2.3 Evaluation of options by FFT
The Wishart volatility model belongs to the class of affine models for which there exists a clo-
sed formula for the Fourier transform [13]. This transform, noted Φt(T, γ) = E[exp(iγYT )|Ft]
, γ ∈ C, is widely used to find options prices by calculating the inverse Fourier transform
by FFT.
Expression of the Call price
The premium at date t of a Call option with strike K = log(k) and maturity T is given by
ct(T,K) = exp[−r(T − t)]E[(exp(YT )− exp(k))+|Ft].
As it has been done in [6], the calculation of the premium is deduced by the expression of
the Fourier transform. Let α define a constant such as x→ exp(αx)(ζ − exp(x))+ ∈ L1(R)
and in practice, Carr & Madan consider that α = 1.1 is an empirical good value for the
Heston model. It appears really important to have a function in L1(R) in order to use the
inverse Fourier transform as explained by S. Levendorskii in [26]. Therefore, a modified
price is defined as follows
cαt (T, k) = exp(αk)ct(T, k).
By applying a Fubini integration theorem, the Fourier transform of the modified price is
given by
Ψαt (T, ν) =
∫ ∞
−∞
exp(iνk)cαt (T, k)dk
= exp[−r(T − t)]E[
∫ YT
−∞
exp[(iν + α)k](exp(YT )− exp(k))dk|Ft]
= exp[−r(T − t)] Φt(T, ν − (1 + α)i)
(1 + α+ iν)(α+ iν)
. (2.16)
33
Chapitre 2. Wishart Stochastic Volatility
At last, the premium can be obtained by inversion of the Fourier transform using the fact
that the function Ψαt (T, ν) has an odd imaginary part and an even real part
ct(T, k) =
exp(−αk)
2pi
∫ ∞
−∞
exp(−iνk)Ψαt (T, ν)dν (2.17)
= exp[−r(T − t)]exp(−αk)
pi
Re
∫ ∞
0
exp(−iνk) Φt(T, ν − (1 + α)i)
(1 + α+ iν)(α+ iν)
dν.
Numerical upgrade
In this paragraph, we consider a practical point of view and we present a variant of Formula
(2.17) in order to improve numerical results. The idea is to use this formula for a simple
model (like the Black-Scholes model with a constant volatility σ¯) and to apply this expres-
sion for numerical applications. This improves the effectiveness of numerical integration.
It is done by analogy with the variance reduction method for Monte Carlo options pricing
through a control variate method using the Black-Scholes price cBSt (T,K) and its Fourier
transform ΦBSt (T, γ) calculated by :
ΦBSt (T, γ) = exp[iγYt + iγr(T − t) +
iγ(iγ − 1)
2
σ¯2(T − t)]. (2.18)
The Call price can be calculated as a perturbation of the Call price in the Black-Scholes
model with a volatility σ¯
ct(T, k) = c
BS
t (T, k) + It(r, σ¯, α, T ),
where It(r, σ¯, α, T ) is given by
It(r, σ¯, α, T ) = exp[−r(T−t)] exp(−αk)
pi
Re[
∫ ∞
0
exp(−iνk) (Φt(T, ν − (1 + α)i)− Φ
BS
t (T, ν − (1 + α)i))
(1 + α+ iν)(α+ iν)
dν].
We consider that a good choice for the volatility σ¯ is the realized mean volatility in the
Wishart volatility model
σ¯ =
√
1
T
∫ T
0
E[Tr(Vt)]dt.
This volatility can be calculated as follows. Let f(t) = E(Vt), f is the solution of the
following differential equation
f
′
(t) = βQ>Q+Mf(t) + f(t)M>, f(0) = V0.
Then, the solution can be found explicitly
f(t) = exp(tM)V0 exp(tM
>) + β
∫ t
0
exp(sM)Q>Q exp(sM>)ds.
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Assume now that M is a symmetric matrix and take the trace
Tr[f(t)] = Tr[V0 exp(2tM)] + βTr[Q
>Q(2M)−1(exp(2tM)− In)].
Finally, by integrating between 0 and T , the realized mean variance is given by
σ¯2 =
1
T
Tr[(V0 + βQ
>Q(2M)−1)(2M)−1(exp(2TM)− In)]− βTr[Q>Q(2M)−1].
Comment 2.2. For a non positive matrix M , we can take the same formula with M =
M+M>
2 which gives better results in practice.
2.3 Smile dynamics in the Wishart volatility model
The hedge of exotic options not only needs the trade of the asset but requires also the
trade of options such as Call and Put options. Therefore, these vanilla options are hedging
instruments and the calibration procedure has to take into account of their price dynamics.
Then, models considered and used by traders have to be flexible enough to explain market
prices. In other words, the model must be able to generate the observable smile effect (strike
dependency of the Black-Scholes implied volatility). The level of the skew, corresponding
to the derivative of the implied volatility with respect to the strike, reflects the correlation
between the asset and its volatility.
Heston model is a single-factor stochastic volatility model that can be calibrated accurately
on a market implied volatility surface. However, when the calibration is done on both short
and long maturities smile curves, a single-factor model does not provide a flexible modelling
of the volatility term structure. Indeed, a single factor model cannot take into account the
variability of the skew, also known as correlation risk, and cannot explain independent
fluctuations of the smirk in the level and the slope over time. A classic solution is to
increase the number of factors in order to achieve this goal like in [7]. For instance, P.
Christoffersen and al. [7] introduce a bidimensional extension to solve this problem. The
Wishart volatility model is a multidimensional extension of the Heston model allowing an
adequate correlation structure in order to reproduce the skew effect. An analysis of these
features is proposed in this section.
The covariance dynamics is represented by a matrix-valued process of size n. The case
n = 2 is enough for this study allowing to deal with the case of a two-scale volatility
(medium maturities). It is also a framework where the computation is not so laborious and
explicit formulas are available. In this section, the study of the Wishart volatility model
and the effect of some parameters on the smile are considered. Inspired by the regular
and singular perturbations methods introduced by J.P. Fouque and al. [16, 17, 18] and
by standard approximation procedures [23], we present a perturbation algorithm, based
on the perturbation of Riccati equations. This method will allow to generate instantly
asymptotic smiles with a good level of accuracy. The case of short maturities is a relevant
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case and is important for a calibration prospect. Moreover, in the two-scale volatility case,
the introduction of a slow varying factor gives a much better fit for options with longer
maturities [17]
2.3.1 Specification of the Wishart volatility model
It is important to describe the admissibility of the parametrization for this model. It is
important to highlight a canonical model from which all the equivalent models can be
obtained by invariant transformation [12]. Considering the case where M ∈ Sn(R) and
Q ∈ GLn(R), it is possible to define an equivalent model with M diagonal because the
matrix-valued Brownian motion is invariant by any rotation. Indeed, there exists a matrix
D diagonal and an orthogonal matrix P such as D = P>MP . Denoting V˜t = P>VtP ,
W˜t = P
>WtP and Q˜ = P>QP , an equivalent Wishart process can be deduced by this
rotation
dV˜t = (βQ˜
>Q˜+DV˜t + V˜tD)dt+
√
V˜tdW˜tQ˜+ Q˜
>dW˜>t
√
V˜t.
Therefore, only eigenvalues of the mean-reversion matrix M matter in the specification of
volatility dynamics. In dimension n, the parameters of the model can be written as follows :
M =
−λ1 0 00 . . . 0
0 0 −λn
 , Q =
q11 . . . q1n... . . . ...
qn1 . . . qnn
 ,
with ∀i ∈ {0, .., n}, λi > 0.
2.3.2 Condition for the perturbation method
The regular and singular perturbations methods, introduced by J.P Fouque and al. [16,
17, 18], consist in the perturbation of the parameters of a process such as the stationary
distribution of this process is non-degenerate. The singular perturbations method will be
useful to study the cases of different scales of volatility.
When Q is diagonal, the Wishart process is a multidimensional Cox Ingersoll Ross process
and it converges when time goes to infinity to a Gaussian process whose covariance matrix
is non-degenerate provided a link between the volatility and the drift. This link is the same
as in the Vasicek model in interest rate modelling and the values νi =
qii√
λi
has to be kept
constant. The values νi correspond to a ratio between volatility of volatility and the square
root of the mean-reversion parameters.
Comment 2.3. The scale of the time in the dynamics cannot be interpreted independenly
of the evolution of the process. Let νi =
qi√
mi
. In the case where Q is diagonal, it is easy to
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calculate the following expression
E(V iiT |Ft) =
βν2i
2
+ (V iit −
βν2i
2
) exp[−2mi(T − t)].
Consequently, τi =
1
2mi
for i ∈ {1, ..., n} are mean-reverting times of VT and βν
2
i
2 for
i ∈ {1, 2} correspond to the asymptotic mean of the diagonal components of VT when T
goes to infinity. In particular, if T − t τi then E(V iiT |Ft) ∼ V iit which is the case of small
maturity T or slow mean-reversion volatility. If τi  T − t, then E(V iiT |Ft) ∼ βν
2
i
2 which
corresponds to a long maturity T or a fast mean-reversion volatility.
In the general case, the stationary distribution can be analyzed through the limit of the
Laplace transform of the Wishart process when time goes to infinity. The Laplace transform
depends only on Σ(h) and ∆(h) given in (2.2). Since lim
h→∞
∆(h) = In because the mean
reversion matrix M has negative eigenvalues, the equivalent condition for the invariance of
the Laplace Transform at infinity is that Σ(∞) = lim
h→∞
Σ(h) is non-degenerate.
Comment 2.4. It is easy to check that in the case where β is an integer, the Wishart
process can be generated by Ornstein Uhlenbeck processes with Vt =
∑β
k=1Xk,tX
>
k,t and it
appears that the covariance matrix of the Wishart process at time h depends only on the
covariance matrix of the Ornstein Uhlenbeck processes which is Σ(h) defined in (2.2).
Let us denote Ω = Q>Q = (ω)ij)1≤i≤n
1≤j≤n
, an easy calculation gives :
Σij(h) =
∫ h
0
wije
−(λi+λj)sds = wij
1− e−(λi+λj)h
λi + λj
.
Then, it is easy to find that Σij = Σij(∞) = wijλi+λj and the condition is that all the
coefficients Σij have to remain constant by the perturbation method. The condition can be
written as
wij = (λi + λj)Σij .
Considering that condition, in order to find the condition between M and Q with the
Cholesky decomposition. Indeed, he fact that Ω is a strictly nonnegative symmetric matrix,
the Cholesky transformation ensures that there exists a lower triangular matrix C such as
Ω = CC> (there is uniqueness if the coefficients of C are positive). Then the matrix Q is
deduced by a rotation of the matrix C and there exists a unique matrix R ∈ On(R) such as
Q = CR. Then it is sufficient to find a link between C and Ω to deduce the link between
M and Q. The following expression
Ωij =
i∑
k=1
CikCjk
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can be rewritten
Ωii = C
2
i1 + ...+ C
2
ii,
Ωij = Ci1Cj1 + ...+ CiiCji.
This system is invertible and the resolution is done gradually beginning from the first
coefficient Ω11 and looking down the lines and columns of the matrix Ω, one can find
easily :
Cii =
(
Ωii −
i−1∑
k=1
C2ik
) 1
2
Cji =
Ωij −
∑i−1
k=1CikCjk
Cii
for i+ 1 ≤ j ≤ n.
In dimension 2, this resolution is given by
C11 =
√
2λ1Σ11.
C21 =
(λ1 + λ2)Σ21
C11
=
λ1 + λ2√
λ1
Σ21√
2Σ11
.
C22 =
√
2Σ2λ2 − C221 =
√
2Σ22λ2 − (λ1 + λ2)
2
λ1
(Σ21)2
2Σ11
.
Comment 2.5. The term 2Σ22λ2− (λ1+λ2)
2
λ1
(Σ21)2
2Σ11
is positive given that the determinant of
matrix Ω is positive and is equal to 4m1m2Σ11Σ22 ≥ (m1 +m2)2(Σ21)2.
2.3.3 Perturbation Method of the Riccati equations
In this part, a method of perturbations based on the affine properties of the model is presen-
ted. Indeed, the perturbation of the Riccati equations provides an asymptotic development
of the Call price with report to  corresponding to the perturbation of the parameters.
This method consists in the perturbation of the parameters of the volatility process like
in [16, 17, 18] taking into account the affine properties of the model. In the case where
the time scale of the volatility is long compared with the maturity option, this method is
really similar from an asymptotic approximation in short time like in [15] but is a little dif-
ferent. Indeed, as noted in Section 3.1, during the perturbation process, there is a constraint
between the drift and the volatility of the process (in the Wishart case, the coefficients νi
remain constant). Therefore, in the following, this case will also be named as a case of ”short
maturities”. Besides, singular pertubations methods can be used for a multiscale volatility
framework as described in the next section.
Finally, this procedure is efficient and allows us to reach higher orders than standard per-
turbation methods like the singular perturbations method on partial differential equations
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that appears really complicated after the first order [3]. The affine properties allow an effi-
cient, easy, and general procedure. Remember the homogeneous Riccati system associated
to the Wishart volatility model where for simplicity, we use the notation θ = iγ
A
′
(τ) =
θ(θ − 1)
2
In +A(τ)M + (M
> + 2θR>Q)A(τ) + 2A(τ)Q>QA(τ).
C
′
(τ) = rθ + βTr[Q>QA(τ)].
Then, a development of the function A furnishes instantly a development for C.
Let us consider a characteristic order ε in the perturbation and let us focus on a development
of the solution A(τ) of the form
A(τ) =
∞∑
j=0
ε
j
2Aj(τ). (2.19)
Injecting this development in the perturbed Riccati equation and identifying terms in ε
provides the expected approximation. In the following, this method will be applied for two
important cases : the case of a slow volatility time scale and the case of the multiscale
volatility.
2.3.4 Smile dynamics for a slow volatility time scale
Introduction
Observe the case of a slow volatility time scale with (T −t) τi = 12mi , meaning that the
option maturity is much less than the mean-reverting times of the volatility components. In
other words, the volatility Vt does not fluctuate a lot around its starting value. It is a short
maturity smile because the maturity of the option is small in relation to the characteristic
times of the volatility process. The matrix M can be written as follows :
M = εM˜
M˜ =
 −m1 0 00 . . . 0
0 0 −mn
 .
In order to satisfy the condition of a non-degenerate stationary distribution, it is easy to
see (see Appendix B) that the matrix Q must be written :
Q =
√
εQ˜
Q˜ =
 q11 . . . q1n... . . . ...
qn1 . . . qnn
 .
Consequently εmi are small in relation to
1
(T−t) . The method is detailed for the short
maturities case and the procedure is presented for an approximation at order 1 i.e. in (
√
ε)
and at order 2 i.e. in (ε).
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Development of the Riccati function A and C
By perturbing the Riccati equation, at order 2, a solution is looked for under the following
development
A(τ) = A0(τ) +
√
εA1(τ) + εA2(τ) + o (ε) .
Consequently, injecting this formulation into the Riccati equations and doing calculations
step by step, gives the expected functions
A0(τ) =
θ (θ − 1)
2
τ2In, A
1(τ) =
θ2 (θ − 1)
2
τ2R>Q˜,
A2(τ) = θ3 (θ − 1) τ
3
3
(R>Q˜)2 − θ (θ − 1)
2
τ2M˜ + θ2 (θ − 1)2 τ
3
6
Q˜>Q˜.
By using the link between functions C and A, the development for C is deduced
C(τ) = rτθ + εC2(τ) + o (ε) with C2(τ) = β
θ (θ − 1)
4
τ2Tr(Q˜>Q˜).
Approximation of the Call price
By considering the previous expressions, it is possible to find a Taylor expansion of the
Fourier transform of Yt = log(St) with report to 
Φ (T, θ) = exp
[
θ (θ − 1)
2
(T − t)Tr(Vt) + θ log (St) + r(T − t)θ
]
∗[
1 +
√
εTr
(
A1Vt
)
+ ε
(
Tr
(
A2Vt
)
+ C2 +
1
2
(
Tr
(
A1Vt
))2)
+ o(ε)
]
,
with the following formula
Tr
(
A1Vt
)
=
θ2 (θ − 1)
2
(T − t)2Tr(R>Q˜Vt),
T r
(
A2Vt
)
= θ3 (θ − 1) (T − t)
3
3
Tr((R>Q˜)2Vt)− θ (θ − 1)
2
(T − t)2Tr(M˜Vt)
+θ2 (θ − 1)2 (T − t)
3
6
Tr(Q˜>Q˜Vt).
We recognize the Fourier transform in the Black-Scholes model define by (Formula 2.18)
with a volatility σ¯ = Tr(Vt).
This expansion at order o (max (ε, δ)) must be analyzed checking that the neglected terms
have to be small in comparison to the first terms of the development. The main question of
this procedure is how the price approximation can be inferred from the Fourier transform
development.
In a general way, assume that there is a development for the Fourier transform under the
form
Φt(T, γ) = Φ
BS
t (σ¯)(T, γ)
∑
j
ε
j
2Pj(iγ),
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where Pj are real polynomials. Noticing that P [
∂
∂y ]Φ
BS(σ¯)
t (T, γ) = P (iγ)Φ
BS(σ¯)
t (T, γ) with
Formula (2.18), the price of a European option is given by
Ct(T, k) =
∑
j
ε
j
2Pj
(
∂
∂y
)
C
BS(σ¯)
t (T, k).
Moreover, the expressions of the successive derivatives of the price with respect to the log
spot y = log(S0) are needed and can be easily calculated.
Consider non standard notations with
a = log(Ke−r(T−t)) +
1
2
σ2(T − t) what gives the link a− y
σ
√
T − t = −d0
∀n ≥ 2, ΛBS,ny =
∂nCBS(σ)
∂yn
− ∂
n−1CBS(σ)
∂yn−1
.
A useful recursive relation was found allowing the calculation in the Black-Scholes model of
Call price successive derivatives with respect to the log spot y (see Appendix C for explicit
calculation of successive derivatives)
∀n ≥ 4, ∂
nCBS
∂yn
=
∂n−1CBS
∂yn−1
+
(a− y)
σ2(T − t)
(
∂n−1CBS
∂yn−1
− ∂
n−2CBS
∂yn−2
)
− (n− 3)
σ2(T − t)
(
∂n−2CBS
∂yn−2
− ∂
n−3CBS
∂yn−3
)
. (2.20)
Using classic formula in the Black-Scholes model, the development for the Call price can
be determined
P = P 0 +
√
εP 1 + εP 2 + o (ε) ,
with
P 0 = CBS(σ), σ = Tr(Vt).
P 1 =
τ2
2
Tr(R>Q˜Vt)ΛBS,3y .
P 2 = β
τ2
4
Tr(Q˜>Q˜)ΛBS,2y −
τ2
2
Tr(M˜Vt)Λ
BS,2
y +
τ3
6
Tr(Q˜>Q˜Vt)
(
ΛBS,4y − ΛBS,3y
)
+
τ3
3
Tr((R>Q˜)2Vt)ΛBS,4y +
τ4
8
Tr(R>Q˜Vt)2
(
ΛBS,6y − ΛBS,5y
)
. (2.21)
For example, in dimension n = 2, an approximation of the price at order o(
√
ε) is highlighted
Ct(T, k) = C
BS
t (T, k) +
√
ε
(T − t)2
2
(
∂3C
BS(σ¯)
t
∂y3
(T, k)− ∂
2C
BS(σ¯)
t
∂y2
(T, k)
)[
(R11q11 +R21q21)V
11
t
+(R11q12 +R21q22 +R12q11 +R22q21)V
12
t + (R12q12 +R22q22)V
22
t
]
+ o(
√
ε).
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Approximation of the lognormal implied volatility
From a price development, an expansion of the lognormal implied volatility can be inferred.
The same kind of expansion is considered
Σ = Σ0 +
√
εΣ1 + εΣ2 + o (ε) . (2.22)
By injecting this development in the Black-Scholes price, a Taylor expansion around Σ0,0
furnishes another expression for the Call price
P = CBS(Σ0) +
√
εΣ1
(
∂CBS(σ)
∂σ
|σ=Σ0
)
+ ε
[
Σ2
(
∂CBS(σ)
∂σ
|σ=Σ0
)
+
1
2
(
Σ1
)2(∂2CBS(σ)
∂σ2
|σ=Σ0
)]
.
In the following, we denote V egaBS =
∂CBS(σ)
∂σ |σ=Σ0,0 and V ommaBS =
∂2CBS(σ)
∂σ2
|σ=Σ0,0 .
Finally, by comparing this expression with the development (2.21) obtained previously and
by using classic expression in the Black-Scholes model (see Appendix B), the development
of the implied volatility is specified
Σ0 = Tr(V0),
Σ1 =
P 1
V egaBS
,
Σ2 =
P 2 − 12
(
Σ1
)2
V ommaBS
V egaBS
.
Therefore, we can obtain an explicit expression of asymptotic smile at order o(ε) but the
formula is too long. For instance, at order o(
√
ε), an explicit and concise formula for the
smile can be deduced
Σˆt(T,K) =
√
Tr(Vt) +
√
εP 1(t, Yt, V
11
t , V
21
t , V
22
t )
∂CBSt
∂σ (T,K,
√
Tr(Vt))
(2.23)
=
√
Tr(Vt) +
[
log(Ke−r(T−t))− Yt + Tr(Vt)(T − t)
2
]
×
[
(R11q11 +R21q21)V
11
t + (R11q12 +R21q22 +R12q11 +R22q21)V
12
t + (R12q12 +R22q22)V
22
t
]
2(Tr(Vt))
3
2
.
Notice that
√
Tr(Vt) is the stochastic volatility and is also the implied volatility at the
forward money (K = F Tt = e
Yt+r(T−t)) for very short maturities (T = t). Furthermore, an
expression at order o(
√
ε) of the skew at the forward money is obtained and one can check
that this formula corresponds to the one obtained by Durrleman for T = t (2.15)
∂Σt
∂K
(T, F Tt ) ∼
Tr(R>QVt)
2(Tr(Vt))
3
2F Tt
.
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This expression shows that the sign of the skew can be driven by the parameters of the
Wishart model and particularly with the correlation parameters. Finally, we have obtained
a development of the smile for all strikes (not just at the forward money) and in maturities.
This approximation is constrained by the fact that the maturity option T has to be much
less than the characteristics times of the volatility process τi and it is also clear that this
approximation will be more accurate in the neighborhood of the forward money (Section
3.5). In the next section, we will deal with the case of options with a medium maturity.
2.3.5 Smile dynamics for a two-scale volatility
For the case of a multiscale of volatility, we have chosen the case of the dimension n = 2
and a matrix Q diagonal. The justification for the dimension n = 2 is that the calculations
are really complicated. Consider two scales with parameters ε and δ and in this case, the
matrix M can be written
M =
(
−m1ε 0
0 −m2δ
)
.
A two-scale volatility is brought up what means τ1  (T − t)  τ2 or in other words
1
2m1
 (T − t) 12m2 . A justification for a matrix Q diagonal is given but it could exist a
way to have a matrix Q full but it is not clear. Let us suppose for simplicity that δ = ε and
the covariance matrix is full with Σ21 = Σ12 6= 0. The expression of the Cholesky coefficient
C11 =
√
2m1Σ11
√
ε,
C21 ∼ m2√
m1
Σ21√
2Σ11
1
ε
3
2
,
(C22)
2 ∼ 2Σ22m2
ε
− (m2)
2
m1
(Σ21)
2
2Σ11
1
ε3
∼ε→0 −(m2)
2
m1
(Σ21)
2
2Σ11
1
ε3
< 0,
leads to an absurdity given that a (C22)
2 has to stay positive. Then we deduce that Σ21 =
Σ12 = 0, what means C21 = 0. Finally, the matrix Q has to be considered diagonal.
Consequently, in a two scale volatility case, there is a first component of the volatility with
a fast mean reversion and a second with a slow evolution. The introduction of a multiscale
volatility allows to obtain a persistent skew for a medium maturity. In this case, we use
a singular perturbations method and not a regular perturbation as in the case of a slow
volatility time scale. Indeed, the parameters cannot be taken as zero with the perturbation
in 1 . The method remains the same but the calculations are much more complicated. The
most important steps of the procedure as well as the important results are described but
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some intermediate calculations are left to the reader.
The first Riccati equation can be studied under the form
A
′
(τ) =
θ(θ − 1)
2
In +
1
ε
(−A(τ)M1 −M1A(τ) + 2A(τ)Q21A(τ))
+ 2θ
1√
ε
R>Q1A(τ) + 2θ
√
δR>Q2A(τ)
+ δ(−A(τ)M2 −M2A(τ) + 2A(τ)Q22A(τ)),
with the following notations
M1 =
(
1 0
0 0
)
, M2 =
(
0 0
0 1
)
, M = −1
ε
M1 − δM2,
Q =
1√
ε
Q1 +
√
δQ2, Q1 = ν1M1, Q
2 = ν2M2.
The development of the function A at order (ε, δ) is given by
A(τ) = A0,0(τ)+
√
εA1,0(τ)+
√
δA0,1(τ)+εA2,0(τ)+δA0,2(τ)+
√
ε
√
δA1,1(τ)+o (max (ε, δ)) .
The first steps of the procedure are detailed but the reader has to carry on some calculations.
Indeed, contrary to the case of a long volatility time scale, the absence of a closed formula
for the functions Ai,j(τ) requires an arduous identification step by step
Order 1ε :
0 = −A0,0(τ)M1 −M1A0,0(τ) + 2A0,0(τ)Q21A0,0(τ).
Hence, A0,0(τ) the form can be deduced
A0,0(τ) =
(
0 0
0 a0,02,2(τ)
)
.
Order 1√
ε
:
0 = −A1,0(τ)M1 −M1A1,0(τ) + 2A1,0(τ)Q21A0,0(τ) + 2A0,0(τ)Q21A1,0(τ)
+ 2θR>Q1A0,0(τ).
Since A0,0(τ)Q1 = Q1A
0,0(τ) = 0, the equation becomes 0 = A1,0(τ)M1 + M1A
1,0(τ).
Therefore, A1,0(τ) is given by
A1,0(τ) =
(
0 0
0 a1,02,2(τ)
)
.
Order 1 :
(A0,0)
′
(τ) = −A2,0(τ)M1 −M1A2,0(τ) + 2A2,0(τ)Q21A0,0(τ) + 2A0,0(τ)Q21A2,0(τ)
+ 2A1,0(τ)Q21A
1,0(τ) + 2θR>Q1A1,0(τ)
+
θ(θ − 1)
2
I2.
44
Chapitre 2. Wishart Stochastic Volatility
By noticing that A0,0(τ)Q1 = Q1A
0,0(τ) = A1,0(τ)Q1 = Q1A
1,0(τ) = 0, one can deduce
A0,0(τ) =
(
0 0
0 θ(θ−1)2 τ
)
, A2,0(τ) =
(
θ(θ−1)
4 0
0 a2,02,2(τ)
)
.
Step by step, all the coefficients Ai,j(τ) can be calculated. The constants obtained by
integration are considered equal to 0 given that the global function A satisfies A(0) = 0.
For information, the results of the procedure at order 2 are given so as to carry on the
approximation procedure and to give a benchmark to the reader.
A0,0(τ) =
(
0 0
0 θ(θ−1)2 τ
)
, A1,0(τ) =
(
0 0
0 0
)
, A0,1(τ) =
(
0 0
0 θ
2(θ−1)
2 R22ν2τ
2
)
,
A2,0(τ) =
(
θ(θ−1)
4 0
0 0
)
, A0,2(τ) =
(
0 0
0 θ
3(θ−1)
3 R
2
22ν
2
2τ
3 − θ(θ−1)2 τ2 + θ
2(θ−1)2
6 ν
2
2τ
3
)
,
A1,1(τ) =
(
0 0
0 θ3(θ − 1)R12R21ν1ν2τ2
)
, A2,1(τ) =
(
0 θ2(θ − 1)R21ν2τ
0 ∗
)
,
A3,0(τ) =
(
θ2(θ−1)
4 R11ν1 0
θ2(θ−1)
2 R12ν1 ∗
)
, A3,1(τ) =
(
0 2θ3R11ν1ν2R21(θ − 1)τ
0 ∗
)
,
A4,0(τ) =
(
θ2(θ−1)2
16 ν
2
1 +
θ3(θ−1)
4 R
2
11ν
2
1 0
θ3(θ−1)
2 R11ν
2
1R12 ∗
)
.
Concerning the function C, the third Riccati equation allows to obtain the following deve-
lopment
C(τ) = C0,0(τ)+
√
εC1,0(τ)+
√
δC0,1(τ)+εC2,0(τ)+δC0,2(τ)+
√
ε
√
δC1,1(τ)+o (max (ε, δ)) ,
where
C0,0(τ) = rτθ + β
∫ τ
0
Tr(Q21A
20(s))ds = rτθ +
θ(θ − 1)
4
βν21τ.
C1,0(τ) = β
∫ τ
0
Tr(Q21A
30(s))ds =
θ2(θ − 1)
4
βν31R11τ.
C0,1(τ) = β
∫ τ
0
Tr(Q21A
21(s))ds = 0.
C2,0(τ) = β
∫ τ
0
Tr(Q21A
40(s))ds =
θ2(θ − 1)2
16
βν41τ +
θ3(θ − 1)
4
βν41R
2
11τ.
C0,2(τ) = β
∫ τ
0
Tr(Q22A
00(s))ds =
θ(θ − 1)
4
βν22τ
2.
C1,1(τ) = β
∫ τ
0
Tr(Q21A
31(s))ds = 0.
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Call price and smile approximation
As before, the Fourier transform expression can be calculated
Φt (T, θ) = exp
[
θ(θ−1)
2 (T − t)
(
βν21
2 + V
22
t
)
+ θy + r(T − t)θ
]
∗
1 +
√
ε
[
Tr
(
A1,0Vt
)
+ C1,0
]
+
√
δTr
(
A0,1Vt
)
+ε
[
Tr
(
A2,0Vt
)
+ C2,0 + 12
(
(Tr
(
A1,0Vt
)
+ C1,0)2
)]
+δ
[
Tr
(
A0,2Vt
)
+ C0,2 + 12
(
Tr
(
A0,1Vt
)2)]
+
√
ε
√
δ
[
Tr
(
A1,1Vt
)
+
(
Tr
(
A1,0Vt
)
+ C1,0
)
Tr
(
A0,1Vt
)]
+o (max (ε, δ))
 ,
with
Tr
(
A1,0Vt
)
= 0.
T r
(
A01Vt
)
=
θ2(θ − 1)
2
R22ν2V
22
t (T − t)2.
T r
(
A11Vt
)
= θ3(θ − 1)R21R12ν2ν1V 22t (T − t)2.
T r
(
A2,0Vt
)
=
θ(θ − 1)
4
V 11t .
T r
(
A0,2Vt
)
=
θ3(θ − 1)
3
R222ν
2
2V
22
t (T − t)3 −
θ(θ − 1)
2
V 22t (T − t)2 +
θ2(θ − 1)2
6
ν22V
22
t (T − t)3.
In regard to the smile for a slow volatility time scale, the same procedure allows to find the
expected approximation. Moreover, this method is easier to implement than the standard
singular perturbations method [3] and an expansion at order 2 is given. The premium can
be developed as follows
P = P 0,0 +
√
εP 1,0 +
√
δP 0,1 + εP 2,0 + δP 0,2 +
√
ε
√
δP 1,1 + o (max (ε, δ)) ,
with
P 0,0 = CBS(σ), σ =
√
βν21
2
+ V 22t .
P 1,0 =
βR11ν
3
1(T − t)
4
ΛBS,3y , P
0,1 =
R22ν2(T − t)2V 22t
2
ΛBS,3y .
P 2,0 =
1
4
V 11t Λ
BS,2
y + βν
4
1(T − t)
1
16
(
ΛBS,4y − ΛBS,3y
)
+
1
4
βν41R
2
11(T − t)ΛBS,4y
+
1
2
β2R211ν
6
1(T − t)2
16
(
ΛBS,6y − ΛBS,5y
)
.
P 0,2 =
1
4
βν22(T − t)2ΛBS,2y −
1
2
V 22t (T − t)2ΛBS,2y +
1
3
R222ν
2
2V
22
t (T − t)3ΛBS,4y
+
1
6
ν22V
22
t (T − t)3
(
ΛBS,4y − ΛBS,3y
)
+
1
2
R222ν
2
2(T − t)4(V 22t )2
4
(
ΛBS,6y − ΛBS,5y
)
.
P 1,1 = R21R12ν2ν1V
22
t (T − t)2ΛBS,4y +
βR11ν
3
1(T − t)3
4
R22ν2V
22
t
2
(
ΛBS,6y − ΛBS,5y
)
.
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As it was done before for the long volatility time scale, by injecting the Taylor expansion of
the implied volatility for Call options in the Black-Scholes model, and by comparing both
approximations of the price, an approximation for the implied volatility at order (ε, δ) is
deduced
Σ0,0 =
√
βν21
2
+ V 22t .
Σ1,0 =
P 1,0
V egaBS
= − 1√
T − t(βν212 + V 22t )
ν31
4
βR11d0.
Σ0,1 =
P 0,1
V egaBS
= − 1√
T − t(βν212 + V 22t )
ν2
2
R22V
22
t d0
Σ2,0 =
P 2,0 − 12
(
Σ1,0
)2
V ommaBS
V egaBS
.
Σ0,2 =
P 0,2 − 12
(
Σ0,1
)2
V ommaBS
V egaBS
.
Σ1,1 =
P 1,1 − Σ1,0Σ0,1V ommaBS
V egaBS
.
The approximation is available at order (ε, δ) but for a better readability, we will present
only the expression of the smile at (
√
ε,
√
δ)
Σˆt(T,K) =
√
βν21
2
+ V 22t +
√
εP 1,0(t, Yt, V
22
t ) +
√
δP 0,1(t, Yt, V
22
t )
∂CBSt
∂σ (T,K,
√
βν21
2 + V
22
t )
=
√
βν21
2
+ V 22t
+
1
(
βν21
2 + V
22
t )
3
2
[
q31
4m21
βR11 +
q2
2
R22(T − t)V 22t
][
log(Ke−r(T−t))− Yt
(T − t) +
βν21
2 + V
22
t
2
]
.
For a two-scale volatility, the implied volatility Σ0,0 =
√
βν21
2 + V
22
t at order 0 is a com-
bination of the long term and the short term through the stationary value of V 11s and the
initial value of V 22s . Moreover, the skew around the forward money (K = F
T
t = e
Yt+r(T−t))
can also be inferred at order (
√
ε,
√
δ). The analysis is focused on the skew in order to give
characteristics of the model related to the stochastic correlation. But it is obvious that the
same reasoning can be done for convexity and slope.
∂Σt
∂K
(T, F Tt ) ∼
1
F Tt
1
(
βν21
2 + V
22
t )
3
2
[
q31
4m21(T − t)
βR11 +
q2
2
R22V
22
t
]
∼ 1
F Tt
1
(
βν21
2 + V
22
t )
3
2
[
ν31
√
ε
T − tβR11 +
ν2
2
√
δR22V
22
t
]
. (2.24)
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This formula underlines that the skew splits up into two components : the first one, propor-
tional to R11, coming from the fast mean-reversion volatility component, and the second
one, proportional to R22, is persistent and arises from the slow variation component of the
volatility. Besides, this expression is compatible with the combination of Heston formulas
for short and long maturities [2].
2.3.6 Numerical Applications
This part is devoted to numerical applications. Indeed, this section lays the emphasis on
the error of the approximation as well as the influence of some parameters like the matrix
R and the matrix Q on the smile. It is noticeable that for a range of parameters (a set of
parameters in a classic market), this approximation can be used for calibration. But when
the parameters overstep some bounds, the approximation does not furnish a calibration
tool but carries on providing an idea of the level and the shape of the smile as well as the
influence of parameters.
Smile for a slow volatility time scale
Let us handle now the case of a slow time volatility scale compared with the maturity
option i.e (T − t)  τ1, τ2. At t = 0, consider the followings values for the parameters of
the model allowing standard dynamics for the volatility in short maturities
S0 = 100, r = 0, β = 3.6, V0 =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.05
)
, Q =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
.
The matrix of mean-reversion M gives the speed at which the volatility process returns to
its mean. The matrix Q corresponds to the volatility of volatility which is the most signifi-
cant parameter of the stochastic volatility model concerning the evolution of the volatility
and the dispersion of the volatility around its expected value. First, the matrix Q was
chosen so that the volatility does not reach quickly the asymptotic implied volatility ATM
Σ∞ ∼
√
β
2 (ν
2
1 + ν
2
2) ∼ 17, 8% whereas Σ0 =
√
V 110 + V
22
0 = 20%. This case is common in a
classic market.
Numerical applications underline the effect of the correlation matrix R on a smile for a ma-
turity T = 6 months (6m). Indeed, when R is diagonal, parameters can be found so that the
Wishart volatility model corresponds to a multifactor Heston model described for example
in [7]. Then, adding non-diagonal components for R allows more flexibility concerning the
stochastic correlation and the skew because they will also depend on the new factor V 12t .
The study is restricted to the case when M and Q are diagonals because it is the framework
of this approximation, nevertheless a general matrix R can be considered in order to glimpse
the flexibility of the Wishart volatility model. The impact of the non-diagonal components
for M and Q will be studied in future researches.
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Characteristic times of the process V are denoted by τ1 =
1
2m1
= 10 years (10y) and
τ2 =
1
2m2
= 10 years. Then, this framework deals with a ”short maturity” case. At t = 0,
we have calculated the smile by FFT (Figure 2.1) and the approached smiles at order 1
and order 2 (Figure 2.2 and Figure 2.3). The implied volatility level is represented on the
Y-axis and the strike is represented on the X-axis.
Figure 2.1 – Short term smile by FFT (T = 6m τ1 = τ2 = 10y)
As expected, all components of the correlation matrix R contribute for the generation of
the skew. Indeed, the more the components R11 and R22 are negative, the more the skew is
negative. That is not true for R12 and R21 since they are multiplied by V
12
0 and V
21
0 whose
are not necessarily positive.
Figure 2.2 – Short term smile at order (
√
ε,
√
δ) (T = 6m τ1 = τ2 = 10y)
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Figure 2.3 – Short term smile at order (ε, δ) (T = 6m τ1 = τ2 = 10y)
In order to quantify the accuracy of this approximation, figures are presented (Figure 2.4
and Figure 2.5) describing the difference between the approached smiles and the smile
obtained by FFT.
Figure 2.4 – Error for short term smile at order (
√
ε,
√
δ) (T = 6m τ1 = τ2 = 10y)
Figure 2.5 – Error for short term smile at order (ε, δ) (T = 6m τ1 = τ2 = 10y)
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The approximation gives very good results and the approximation at order 2 is accurate
enough to be used as a calibration tool : one can see that between the strike 80 and 120,
the error is below 5× 10−5. This error is totally acceptable by practitioners in a calibration
prospect.
An unrealistic case is presented where the volatility of volatility matrix Q is outstanding
so that the volatility explodes when maturity tends to infinity. Although M is small what
implied a slow mean reversion, the level of the implied volatility can be increased by the
volatility of volatility Q. Indeed, as seen in Comment 2.3, the level of the asymptotic vola-
tility depends on QQT . Only the matrix Q is changed to see its influence on the smile and
the behaviour of the approximation in a ”tense” framework. With these market conditions,
the approximation is not good enough in a calibration prospect, but keeps on giving a good
shape and level of the smile and consequently a good idea of the impact of the parameters.
S0 = 100, r = 0, β = 3.6, V0 =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.05
)
, Q =
(
0.1 0.05
0.05 0.1
)
.
In this case, a great asymptotic implied volatility ATM (Σ∞ ∼
√
β
2 (ν
2
1 + ν
2
2) ∼ 89%) is
considered and the smile is wealthier as it can be seen in Figure 2.6. First, the level at the
money (ATM) of the implied volatility at T = 6 months is about 25% and is then very
different from the initial implied volatility which is Σ0 =
√
V 110 + V
22
0 = 20%. Moreover, one
can obtain a real ”smirk” with these parameters, in the fourth case for instance (Figure 2.6).
The Black-Scholes volatility used in the FFT pricing with Formula (2.19) is σ¯ = 24.22%
which is the realized mean volatility giving an account of the real level of the volatility
ATM.
Figure 2.6 – Short term smile by FFT (T = 6m τ1 = τ2 = 10y)
Although the calibration with this approximation is impossible for those parameters,
the approximation appears to be stable enough in relation to shock on parameters and
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reproduces a good shape for the smile like the level ATM, the skew and a good behaviour
of the convexity.
The approximation allows to have an idea of the smile and the influence of some para-
meters (very useful for a trader) but cannot furnishes a calibration tool. For the 4 sets of
correlation coefficients considered, comparing the smile by FFT and the smiles approached
by the method at order 1 and 2 allows to estimate the convergence of this method.
Figure 2.7 – Convergence in the case : R11 = R22 = −0, 6 R12 = R21 = 0
Figure 2.8 – Convergence in the case : R11 = R22 = −0, 1 R12 = R21 = 0
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Figure 2.9 – Convergence in the case : R11 = R22 = −0.6 R12 = R21 = −0, 3
Figure 2.10 – Convergence in the case : R11 = −0.1 R22 = −0.6 R12 = R21 = 0
The perturbation method becomes more accurate at order 2 : the approximation reaches
the good level ATM and the shape of the curves is reproduced more precisely. Indeed, the
smirk in the fourth case is faithfully reproduced and the smile level ATM is not far from
the one obtained by FFT (24% see Figure 2.6).
For information, a complete surface of a short term smile is presented functions of maturity
in years and strike (Figure 2.11). The slope appears very high and the smile does not flatten
itself when the maturity increases in opposition to the case of a local volatility model.
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Figure 2.11 – Implied volatility surface for short maturities
Smile with multiscale volatility
At present, those new values for the model parameters are taken as input
S0 = 100, r = 0, β = 3.6, V0 =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, M =
(
−2 0
0 −0.02
)
, Q =
(
0.05 0
0 0.02
)
.
Consider a maturity T = 3y what allows the case of a medium maturity with τ1 = 3m 
T = 3y  τ2 = 25y. The matrix Q is chosen so that the implied volatility has gone from
Σ0 = 0% until Σ3Y ∼
√
β
ν21
2 + V
22
0 ∼ 15.6% in 3 years (Figure 2.12) : it is an significative
change of implied volatility and the quality of the method has to be tested seeing how the
approximation converges toward the real smile with these exceptional market conditions.
At order 1, the perturbation method furnishes a good shape for the skew but the level of
the smile at the money is far from the good one (14.9% see Figure 2.13). However, at order
2, the approximated smile is accurate and the level is really close to the good one (15.7%
see Figure 2.14).
Figure 2.12 – Multiscale volatility smiles by FFT (τ1 = 3m T = 3y  τ2 = 25y)
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Figure 2.13 – Multiscale volatility smiles at order (
√
ε,
√
δ) (τ1 = 3m  T = 3y  τ2 =
25y)
Figure 2.14 – Multiscale volatility smiles at order (ε, δ) (τ1 = 3m T = 3y  τ2 = 25y)
It is important to point out that the approximation may be not accurate enough for cali-
bration because the set of parameters was taken such as the volatility significantly changes.
Moreover, as in the short maturity case, the procedure gives a good idea of the smile as well
as the influence of some parameters (very useful for traders). The smile by FFT is approa-
ched by the method at order 1 and at order 2 for the same sets of correlation coefficients
(Figure 2.15 and Figure 2.16).
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Figure 2.15 – Error for multiscale volatility smile at order (
√
ε,
√
δ) (τ1 = 3m  T =
3y  τ2 = 25y)
Figure 2.16 – Error for multiscale volatility smile at order (ε, δ) (τ1 = 3m  T = 3y 
τ2 = 25y)
As expected, the skew comes from the component R22 and the slope of the smile curve is
almost insensible to a change of R11 given that τ1  T . This is what it was expected after
an analysis of the smile through the approximation formula (2.24). We can also describe
the implied volatility surface in the case of a medium maturity option (see Figure 2.17).
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Figure 2.17 – Implied volatility surface for medium maturities
2.4 Study of the influence of the parameters
In order to evaluate the performances of the model, we describe the influence of the pa-
rameters on the smile. Considering call options, we analyze the possible shapes of smiles
generated by the model and how smiles can be managed by the parameters. The non dia-
gonal components of the matrices are specific to the Wishart model and we will the great
importance of these parameters.
For the test of the influence of the parameters, we have chosen to use the approximation
at order 2 which is a closed formula so that there is no numerical error coming from an
evaluation by Monte Carlo or other numerical methods. Moreover, these tests allow to
understand the behavior of the approximation with report to the parameters. It is com-
plicated to quantify the impact of the terms in the approximation at order 2. Indeed, for
each term of the approximation of the price, there are different kind of components : there
is a component proportional to successive derivatives of the logarithm of the underlying
in the Black-Scholes model, another component proportional to parameters and a third
component proportional to a power of the maturity. For the testing of the influence of the
parameters, we will focus only on the component proportional to the parameters. In the
price P 2 given by the formula (2.21), there is a term proportional to MV0, a term propor-
tional to Q>Q, a term proportional to Q>QV0, a term proportional to R>QV0 and a term
proportional to (R>Q)2V0. Therefore, the parameters Q and V0 seem essential and we will
study their influence on the smile. This influence is weighted by the correlation through the
terms R>QV0 and (R>Q)2V0.
In this section, we consider a Call option at maturity T = 6m and we assume in the
following that S0 = 100 and r = 0. Moreover, the notation ∗ underlines the parameters
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studied concerning their influence on the smile.
2.4.1 Influence of the parameter β
The parameter β represents the degree of the Wishart process considering the link bet-
ween the Wishart process and Ornstein-Uhlenbeck processes. Consider the following set of
parameters :
β = ∗, V0 =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.03
)
, Q =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, R =
(
0.6 0
0 0.6
)
.
The influence of the parameter β can be seen in the Figure 2.18. This parameter has a
direct influence on the level of the smile. However, its influence on the slope and on the
convexity is very low. Therefore, this parameter will be essential in order to fit the smile in
the calibration procedure.
Figure 2.18 – Influence of the parameter β on the smile
2.4.2 Influence of the correlation R
The correlation matrix does not influence the level of the smile at the money but can
manage the shape of the smile, particularly the sign and the value of the skew at the money.
In a multidimensional Heston model, the stochastic correlation is a linear combination of
the volatility factors using principally the correlation components. Then, the dynamics of
the skew are managed by the correlation parameters. In the Wishart model, the constraint
is not as strong as for the Heston model because of an additional degree of freedom for the
stochastic correlation resulting from the non-diagonal component of the Wishart process
defined at (2.8).
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Moreover, the norm of the correlation has an impact on the smile. The weaker the norm of
the correlation, the more convex is the smile. Indeed, a low correlation leads to a low skew
what generally increases the convexity of the smile. When the matrix R is low, the convexity
increases due to the influence of the matrix Q. On the contrary, when the correlation is
high, the skew is important and the smile looks like a straight line. This can be interpreted
as a tension effect that reduces the convexity when the slope is important.
2.4.3 Influence of the volatility of volatility Q
The matrix Q represents the volatility of the volatility and has a major impact on the
smile structure. We analyze the influence of the diagonal components and the influence of
the non diagonal components.
Influence of Q11 and Q22
We have seen that the diagonal parameters of the matrix Q have an influence on the
smile level. For very short maturities, the level of the smile is close to the value Tr(V0) that
represents the initial stochastic volatility. In practice, for a slow volatility time scale, the
level of the smile is different from this value : this difference increases when the diagonal
components of the matrix Q increase.
Let consider the following set of parameters :
β = 4, V0 =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.03
)
, Q = 0.1
(
∗ 0
0 ∗
)
.
The diagonal components of the matrix Q have an impact on the convexity of the smile.
However, the convexity remains low even if the values of the components increase at very
high levels (see Figure 2.19).
Figure 2.19 – Influence of the diagonal components of Q on the smile in the case R = 0.6In
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Smile with convexity can be obtained when the correlation parameters are low enough. But
the shape of the smile seem to be restricted and the convexity seems to be limited. We
analyze if the non diagonal components of the matrix Q can improve the behavior of the
model allowing various shapes of smile.
Influence of Q12 and Q21
We apply the same idea that consists in fixing a set of parameters and in analyzing how
the smile varies with a change of the parameters. Let consider the initial set of parameters
when the non diagonal components of Q are null.
β = 4, V0 =
(
0.02 0.01
0.01 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.03
)
, Q =
(
0.1 ∗
∗ 0.1
)
.
We consider four sets of correlation such as the model can generate various shapes of smiles
with different monotonies and convexities as can be seen in the figures from Figure 2.21 to
Figure 2.22.
R11 = R22 = 0.6 R12 = R21 = 0
R11 = R22 = −0.6 R12 = R21 = 0
R11 = R22 = −0.6 R12 = R21 = −0.6
R11 = R22 = 0.6 R12 = R21 = 0.6
Then, we change the non diagonal components of the matrix Q keeping the others parame-
ters unchanged. We observe the evolution of the smiles depending also on the correlation.
At order 1, the influence of the matrix Q is totally weighted by the correlation and at order
2, there are different terms depending on Q, R and M as seen in (2.21).
When the matrix Q is high, the terms in the price at order 2 that depend only on Q are
preponderant comparing with other terms for all the strikes between 70 and 130. At order
1, there is no influence of Q without a weighting of R but at order 2 there is an influence of
the parameter Q. The term proportional to Tr(MV0) is not really important if we consider
short maturities.
First tests : case of a symmetric matrix Q
We consider the influence of the non diagonal components of Q with a correlation fixed
at R = 0.6In. We remark that their influence is important on the level and the convexity.
Moreover, the influence on convexity is much more important with these components (see
Figure 2.20) than with diagonal components (see Figure 2.19).
60
Chapitre 2. Wishart Stochastic Volatility
Figure 2.20 – Influence of the non diagonal components of Q on the smile in the case
R = 0.6In
We consider the evolution of the smiles for different sets of correlation when the non diagonal
coefficients change.
Figure 2.21 – Smiles for Q11 = Q22 = 0.1 and Q12 = Q21 = 0
Figure 2.22 – Smiles for Q11 = Q22 = 0.1 and Q12 = Q21 = 0.15
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One can notice that the non diagonal coefficients of Q have an important influence on the
level and the shape of the smile. Indeed, the diagonal components does not provide wealthy
shapes whatever the set of correlations. However, the non diagonal components generates
convexity. For example, we can compare the influence of the coefficients Q by considering
the smiles in two cases : the first one with Q11 = Q22 = 0.1 and Q12 = Q21 = 0 and the
second one with Q11 = Q22 = 0 and Q12 = Q21 = 0.1.
Figure 2.23 – Smiles for Q11 = Q22 = 0.1 and Q12 = Q21 = 0
Figure 2.24 – Smiles for Q11 = Q22 = 0 and Q12 = Q21 = 0.1
The Wishart model is flexible and can generate various shapes of smile with convexity and
change of monotony. It could be interesting to find a market such as forward market and
FOREX where the Wishart model succeeds in capturing phenomena whereas other models
fail [11].
General tests : case of a full matrix Q
The study we have done gives an intuition but does not gives a clear interpretation of the
influence of the parameter of Q. We aim at finding a factor depending on Q that controls
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only the convexity and not the level of the smile. The matrixQ>Q has interesting properties.
We recall the dynamic of the Wishart model :
dSt
St
= rdt+
√
Tr(Vt)dBt
dTr(Vt) = (βTr(Q
>Q) + 2Tr(MVt))dt+ 2
√
Tr(Q>QVt)(ρtdBt +
√
1− ρ2tdB˜t)
ρt =
Tr(R>QVt)√
Tr(Vt)
√
Tr(Q>QVt)
.
For the extreme case where R = 0, the dynamics of the volatility become independent from
the dynamics of the underlying what simplifies the approximation with the pivot parameter
Q>Q. Indeed, the model can be rewritten as follows :
dSt
St
= rdt+
√
Tr(Vt)dBt
dTr(Vt) = (βTr(Q
>Q) + 2Tr(MVt))dt+ 2
√
Tr(Q>QVt)dB˜t.
In the dynamics of Tr(Vt), the matrix Q
>Q manages the drift (βTr(Q>Q)+2Tr(MVt)) and
the volatility 2
√
Tr(Q>QVt). However, the influence of Q>Q in the volatility is weighted
by the matrix Vt. It appears natural to consider the Cholesky matrix C of the Q
>Q. The
coefficient C12 is an orthogonal component given that it does not appears in the drift of
the variance and it has a small influence in the volatility of the variance through the term
Tr(Q>QVt). Therefore, the coefficient C12 has an insignificant influence on the level of the
smile and will impact lightly the convexity (see Figure 2.25)
Figure 2.25 – Influence of C12 with R = 0
This behaviour stays the same whatever the value of the correlation. Indeed, the level of
the smile for short maturities represents the level of the stochastic correlation and depends
principally on Q>Q. The matrix of correlation has an influence on the volatility of the
variance but the impact is small. Therefore, the component C12 of the Cholesky of Q
>Q
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has an influence only on the convexity as seen in Figure 2.26 with an example of a matrix
R.
Figure 2.26 – Influence of C12 with a given matrix R
2.4.4 Influence of the initial volatility V0
The initial volatility has a major impact on the smile. For short maturities, the smile is
very close to Tr(V0) what underlines the influence of the diagonal coefficients of V0. Moreo-
ver, we will see the interesting impact of the non diagonal coefficients of V0 on convexity.
Let study in details the influence of the coefficients of V0. The set of parameters of the
Wishart process is given such as Vt remains close to V0 until the maturity T = 6m.
Influence of V 110 and V
22
0
Not only the diagonal coefficients of V0 has an influence on the level of the smile, but
they also manage a little the skew and the convexity.
Let consider a set of parameters where V0 and Q are diagonal matrices :
β = 4, V0 =
(
∗ 0
0 ∗
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.03
)
, Q =
(
0.1 0
0 0.1
)
, R = −0.6In.
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Figure 2.27 – Influence of diagonal components of V0 with diagonal matrices for Q and R
The level and the slope of the smile depend on the values of the components of V0 (see
Figure 2.27). In order to test the influence of V0 when Q is full, we consider the new set of
parameters with a symmetric matrix Q :
Q =
(
0.1 0.05
0.05 0.1
)
.
Figure 2.28 – Influence of diagonal components of V0 with a symmetric matrix Q and a
diagonal matrix R
As seen in Figure 2.28, the diagonal coefficients of V0 have an influence on convexity due
to the non diagonal coefficients of Q.
Influence of V 120
The matrix V0 being symmetric, the influence of the coefficient V
12
0 has to be studied.
Moreover, the coefficient V 120 can vary between two values so that the matrix V0 remains
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nonnegative. In dimension 2, the condition is given by the fact that the determinant and
the trace have to be positive. The influence of V0 is linked to the coefficients of Q and
R and we will try to give intuitions about the joint influence of the parameters. We will
distinguish the case where Q is diagonal and the case where Q is full.
Case where Q is diagonal
We study the influence of V0 when Q is diagonal. The first comment is that if Q and R
are diagonals, the coefficient V 120 does not have any influence on the smile. Indeed, the
expression of the price does not depend on V 120 given that V
12
0 does not appear in the terms
Tr(R>QV0), Tr((R>Q)2V0), Tr(MV0), Tr(Q>QV0) and Tr(R>QV0)2.
Now, we consider different set of correlation with a full matrix R. The influence of V 120
depends on the non diagonal coefficients of the correlation R. When |R12| and |R21| have
small values, V 120 has an influence on the convexity of the smile located at high strikes (see
Figure 2.29)
Figure 2.29 – Influence of V0 with a diagonal matrix Q and a matrix R such as R12 and
R21 are small
It is an interesting phenomena that the factor V 120 changes the smile for high strikes letting
unchanged the main part of the smile. The skew is quasi unchanged but the convexity is
really impacted.
Moreover, the sign of the coefficients R12 and R21 has an influence on the convexification.
In order to study this phenomena, we consider the case where |R12| = |R21|. For R21 > 0
and R12 > 0 and for R21 > 0 and R12 < 0, the convexity increases when V
12
0 increases as
shown in Figure 2.30. For R21 < 0 and R12 < 0 and for R21 < 0 and R12 > 0, Figure 2.31
underlines that the convexity decreases when V 120 increases .
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Figure 2.30 – Influence of V0 with a symmetric matrix R and a diagonal matrix Q
Figure 2.31 – Influence of V0 with a symmetric matrix R and a diagonal matrix Q
Then, we consider high values for correlation components. For high correlations, the phe-
nomena becomes more complex with an influence on convexity and on the slope. Indeed,
we consider high non diagonal coefficients R12 = −0.5 and R21 = −0.5 and very high non
diagonal coefficients R12 = −0.7 and R21 = −0.7 :
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Figure 2.32 – Influence of V0 with a symmetric matrix R and a diagonal matrix Q
Figure 2.33 – Influence of V0 with a symmetric matrix R and a diagonal matrix Q
Then, we can see that the convexity is principally located for high strikes, but there are
also variations for small strikes when the non diagonal coefficients R12 increases.
Finally, when Q is diagonal, the influence depends on the values of the non diagonal co-
efficients of correlation. For small non diagonal correlation, there is a convexification for
high strikes. The sign of the correlation components determines if the convexity increases
or decreases when V 120 increases. For high non diagonal correlations, the phenomena be-
comes more complex but the convexification remains principally located at high strikes with
additional changes for small strikes.
Case where Q is full
We have seen that the non diagonal coefficients of Q have an strong influence on the
convexity of the smile for all strikes. We will notice that the influence of V 120 depends on
the matrix Q and the convexity can be increased for high strikes or for small strikes. For
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example, we consider the following set of parameters :
β = 4, V0 =
(
0.02 0
0 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.03
)
, Q =
(
0.1 0.05
0.05 0.1
)
.
Consider the case where the correlation is null in order to provide an intuition of the
phenomena.
Figure 2.34 – Influence of V0 with R = 0 and a diagonal matrix Q
When R is null, one can see that V 120 has an influence on convexity for very high strikes
and for very small strikes. The body of the smile is unchanged but the influence is located
at the queues of the smile. Moreover, the convexity is more important for small strikes than
for high strikes.
For a full matrix of correlation, we want to analyze the influence of V 120 . We consider
the following correlation matrix :
R =
(
−0.6 0.3
0.3 −0.6
)
.
This correlation will change the slope of the smile but does not change the influence of V0
as seen in Figure 2.35
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Figure 2.35 – Influence of V0 with a symmetric matrix R and a symmetric matrix Q
An empirical study shows that the same phenomena remains true for a symmetric correla-
tion. It is a really interesting observation comparing with the case of a diagonal matrix Q
when the phenomena had become more complex. Moreover, for a non diagonal matrix Q,
the convexification is important for small strikes whereas the convexification is important
for high strikes when Q is diagonal. This behavior is more intense when the non diagonal
components of Q increase.
Q =
(
0.1 0.2
0.2 0.1
)
Figure 2.36 – Influence of V0 with a symmetric matrix R and a symmetric matrix Q
Finally, V 120 has an influence on the convexity for small strikes without changing the body
of the smile for high strikes. The non diagonal coefficients of Q manage the influence of V0.
We can summarize the influence of V0 as follows :
• When Q is diagonal, the influence of V 120 is on the convexity for high strikes.
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• When the non diagonal coefficients of Q increase, the convexification progressively
moves from high strikes to small strikes.
• Then, for high values of non diagonal matrices of Q, the influence corresponds to the
convexity for small strikes.
We test numerically the observation we have done about the joint influence of V 120 and the
matrix Q. We consider the following set of parameters by considering a random matrix of
correlation.
β = 4, V0 =
(
0.02 ∗
∗ 0.02
)
, M =
(
−0.05 0
0 −0.03
)
, Q =
(
0.1 ∗
∗ 0.1
)
, R =
(
−0.6 −0.4
0.2 0.3
)
.
When the non diagonal coefficients of Q is null, the convexity for high strikes increases
when V 120 increases as shown in Figure 2.37
Figure 2.37 – Simultaneous influence of V0 and Q with any matrix R and Q12 = Q21 = 0
The evolution of non diagonal components of Q has an influence of the impact of V 120 . As
the correlation is random, we consider a symmetric matrix Q to simplify the test but the
results remains true for a general matrix Q.
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Figure 2.38 – Simultaneous influence of V0 and Q with any matrix R and Q12 = Q21 = 0.3
When the non diagonal coefficients of Q increase, the influence on high strikes decreases
and the influence for small strikes increases (see Figure 2.38)
Figure 2.39 – Simultaneous influence of V0 and Q with any matrix R and Q12 = Q21 = 0.5
Finally, when the non diagonal coefficients become important, the influence is located only
on small strikes as underlined by Figure 2.38.
The influence of V 120 is very interesting allowing an influence on extreme strikes. Once you
have fixed some parameters that fit the level and the skew of the smile, you can choose
the parameter V 120 in order to fit the smile for small and high strikes. It is important to
notice the joint influence of the non diagonal coefficients of Q and V0. Finally, the Wishart
model is an efficient and useful model with a good interpretation of the influence of the
parameters. The influence of the non diagonal parameters underlines the flexibility of the
Wishart model with report to a standard Heston model.
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2.5 Conclusion
The Wishart volatility model, which is a multifactor extension of the Heston model,
underlines interesting properties. Indeed, preserving advantages of affine models provides
semi-closed formula for the price of some options like Call options and Put options as well
as a good understanding of the volatility behaviour through the parameters of the model.
It was natural to find a procedure, based on affine properties, that allows an accurate esti-
mation of the smile.
This paper suggests mainly some developments for smile dynamics in the Wishart volatility
model. The Wishart model is flexible regarding the stochastic correlation what allows the
fit of the smile dynamic. Concerning the evaluation of options, the most standard method
is an evaluation by Monte Carlo methods and we present a procedure of simulation for
the Wishart volatility model knowing that a standard Euler scheme is prohibited for the
Wishart process. Indeed, using a relationship between a Wishart process (when the degree
β is an integer) and Ornstein-Uhlenbeck processes, an extension was suggested for a ge-
neral Wishart process (when a degree β is real) : in order to handle the simulation in the
general case, a helpful change of probability measure was employed using the dynamics of
determinant.
The link with Ornstein Uhlenbeck processes provides methods of approximation of the
smile. Using an adaptation of the singular perturbations method, closed-form expressions
were found concerning asymptotic smiles in the cases of short and medium maturities.
Those accurate approximations can be used as a calibration tool in practice with classic
conditions and give also a good idea of the parameters’ effect on the smile that could be
very useful for traders.
Finally, we use this efficient approximation in order to analyze the influence of the parame-
ters. The influence is really interesting particularly with the influence of the non diagonal
coefficients of the parameters.
Many points are reserved for future works : investigations about the forward smile in order
to deal more complex options in the Wishart volatility model, and the generalization of this
model in the interest rate world where a large number of factors is needed. One expects
that this kind of model, where the volatility is a function of a Wishart process, exhibits
precisely different source of risk existing in the market and provides enough flexibility for
the generation of wealthy smiles.
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2.6 Appendix
Appendix A : Simulation of Ornstein Uhlenbeck processes
Exact simulation of Ornstein-Uhlenbeck processes LetX be an Ornstein-Uhlenbeck
process which follows the dynamics
dXt = MXtdt+Q
>dBt.
Then, it is easily shown that
E(Xt+h|Xt) = exp(hM)Xt.
Var(Xt+h|Xt) =
∫ h
0
exp(sM)Q>Q exp(sM>)ds.
The function f(t), defined by f(t) =
∫ T
0 exp(sM)Q
>Q exp(sM>)ds, is solution of the dif-
ferential equation
f
′
(t) = Q>Q+Mf(t) + f(t)M>.
Using the linearization method ([9]), the solution of this equation can be written by
f(t) = g−1(t)h(t).
(g(t) h(t)) = (0 In) exp
[
t
(
M> 0
Q>Q −M
)]
.
Al last, X¯ti can be deduced by N (exp((ti − ti−1)M)X¯ti−1 , f(ti − ti−1)).
Euler scheme of Ornstein-Uhlenbeck processes Although there exists an explicit ex-
pression of X¯ti with its transition law, using this method to simulate an Ornstein-Uhlenbeck
process appears less effective than an Euler scheme. Indeed, as explained in the next sec-
tion, the Brownian increments of the Euler scheme of the Wishart process can also be used
to simulate the asset itself. Therefore, the simultaneous simulation by an Euler scheme
of both the processes appears to be the most efficient method. The discretization of an
Ornstein-Uhlenbeck process is given by
X¯k,ti = (In + ∆tM)X¯k,ti−1 +
√
∆tQ>εk,i, 1 ≤ k ≤ β. (2.25)
Consequently, the simulation of a Wishart process by an Euler scheme is obtained as
X¯k,ti = (In + ∆tM)X¯k,ti−1 +
√
∆tQ>εk,i, 1 ≤ k ≤ β.
V¯ti =
β∑
k=1
X¯k,tiX¯
>
k,ti
.
Finally, the simulation of a Wishart process in the case β ∈ N is easy. The case β ∈ R
is deduced by the change of the probability measure detailed in the previous section. For
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financial applications, the Wishart volatility model is a stochastic volatility model where
the volatility is driven by the trace of a Wishart process. The parameters of the volatility
process will be calibrated on market prices. Hence, the simulation of a Wishart process in
its general form (β real deduced from calibration) is essential for an evaluation by Monte
Carlo methods in the Wishart volatility model and will be developed in the next section.
Appendix B : Link between M and Q for a short maturity smile
In dimension 2, the expression of the Cholesky matrix C related to the matrix Σ = Q>Q
can be written in the short maturities case as :
C11 =
√
2m1Σ11
√
ε.
C21 =
m1 +m2√
m1
Σ21√
2Σ11
√
ε.
C22 =
√
2Σ22m2 − (m1 +m2)
2
m1
(Σ21)2
2Σ11
√
ε.
Then, the matrix C must have the following form
C =
√
ε
(
C11 0
C21 C22
)
and the matrix is found by a rotation R such as Q = CR. Then, we deduce that Q can be
written as follows :
Q =
√
εQ˜
Q˜ =
(
q11 q12
q21 q22
)
.
The real proof is given by a double recursive proof.
First, let us prove that the order of Cji is
√
ε for all i+ 1 ≤ j ≤ n.
The property is true for the first term C11 =
√
2m1Σ11
√
ε.
Let us assume the property until the range n on the set An = {Cji, ∀i + 1 ≤ j ≤ n} and
we are looking to prove it on the set An+1.
Let be 1 ≤ i ≤ n+ 1, we can write :
Cn+1,i =
Ωi,n+1 −
∑i−1
k=1CikCn+1,k
Cii
.
Then, the reader can prove easily (by a clear recursive proof or an explicit calculation) that
the order of Cn+1,k is
√
ε for all k ≤ i. Since k ≤ i, the order of Cik is also
√
ε by the
recursive hypothesis, one can deduce that the numerator of Cn+1,i is at order ε. The order
of the denominator is
√
ε what proves the result.
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Appendix C : Standard calculations in the Black-Scholes model
Recall the pricing notations in the Black-Scholes model with the log spot denoted y = log(x)
d1 =
1
σ
√
T − t(y + log(
e+r(T−t)
K
)) +
1
2
σ
√
T − t.
d0 =
1
σ
√
T − t(y + log(
e+r(T−t)
K
))− 1
2
σ
√
T − t.
The following derivatives can be deduced easily
∂d1
∂x
=
∂d0
∂x
=
1
σx
√
T − t .
∂d1
∂y
=
∂d0
∂y
=
1
σ
√
T − t .
∂d1
∂σ
= − 1
σ2
√
T − t log(
xer(T−t)
K
) +
1
2
√
T − t.
∂d0
∂σ
= − 1
σ2
√
T − t log(
xer(T−t)
K
)− 1
2
√
T − t.
Using the previous expression, the Greeks of a Call option can be calculated
∆x =
∂CBS
∂x
= N(d1), ∆
y =
∂CBS
∂y
= xN(d1).
Γx =
∂2CBS
∂x2
=
1
σx
√
T − tN
′
(d1), Γ
y =
∂2CBS
∂y2
= x2Γx + ∆y.
Hence, recursive calculation by considering Formula (2.20) and the Greeks (delta and
gamma) yields
∂3CBS
∂y3
= Γy + (Γy −∆y) (a− y)
σ2(T − t) .
∂4CBS
∂y4
=
∂3CBS
∂y3
+ (
∂3CBS
∂y3
− ∂
2CBS
∂y2
)
(a− y)
σ2(T − t) −
1
σ2(T − t)(Γ
y −∆y).
∂5CBS
∂y5
=
∂4CBS
∂y4
+ (
∂4CBS
∂y4
− ∂
3CBS
∂y3
)
(a− y)
σ2(T − t) −
2
σ2(T − t)(
∂3CBS
∂y3
− ∂
2CBS
∂y2
).
∂6CBS
∂y6
=
∂5CBS
∂y5
+
(a− y)
σ2(T − t)(
∂5CBS
∂y5
− ∂
4CBS
∂y4
)− 3
σ2(T − t)(
∂4CBS
∂y4
− ∂
3CBS
∂y3
).
The expression of the successive derivatives with respect to σ is given by
V egaBS =
∂CBS
∂σ
= σ(T − t)(Γy −∆y).
V ommaBS =
∂2CBS
∂σ2
= (T − t)d0d1(Γy −∆y).
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Chapitre 3
Mode`le de Wishart pour les taux
d’inte´reˆt
Introduction
Dans ce chapitre, nous abordons la mode´lisation financie`re de l’e´volution des taux d’in-
te´reˆt. Nous proposons un mode`le a` volatilite´ stochastique qui appartient a` la classe des
mode`les affines et nous analysons les me´thodes d’e´valuation d’options, l’influence des pa-
rame`tres du mode`le et certaines de ses proprie´te´s intrinse`ques. Nous de´taillons enfin la
me´thode de perturbations re´gulie`res applique´es a` ce cadre.
Motivations
Ces dernie`res anne´es, le monde des taux d’inte´reˆt s’est complexifie´ avec des configura-
tions ine´dites de courbe de taux et de surface de volatilite´. Le monde des taux ne´cessite une
mode´lisation bien plus complexe que le monde des actions dans la mesure ou` on essaie de
capter la dynamique de la courbe de taux qui contient en the´orie une infinite´ de facteurs.
Il semblerait d’ailleurs que la courbe des taux initiale contienne de l’information et qu’elle
ait un impact sur la volatilite´ des taux.
Afin de pouvoir capter certains de ces phe´nome`nes, il est ne´cessaire d’avoir un mode`le
flexible avec un nombre suffisant de facteurs. L’introduction de certains mode`les comme
le mode`le de Vasicek ou de Heath-Jarrow-Morton (HJM) ont permis de capter une bonne
partie de l’information de marche´. En effet, les mode`les conside`rent une dynamique de la
courbe des taux avec des parame`tres de´pendant du temps afin de pouvoir se calibrer sur
diffe´rents produits.
Il existe de nombreux produits standards et liquides dans le marche´ et les mode`les se
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doivent de reproduire les prix de ces produits. Tout d’abord, les swaps S(T0, TN , k) sont
des produits permettant d’e´changer des inte´reˆts a` taux fixe (taux k) contre des inte´reˆts a`
taux variables (taux Libor) sur un e´che´ancier donne´ [T0, TN ]. La dure´e Tj − Tj−1 se´parant
les dates successives de paiements est note´e δ et la dure´e totale de l’e´che´ancier du swap
(TN − T0) est ge´ne´ralement appele´e tenor. Le taux de swap sur un e´che´ancier donne´ est
de´fini comme le taux fixe k permettant d’annuler la valeur du swap. Les valeurs des taux
de swap sur l’ensemble des e´che´anciers permettent de reconstituer une courbe de taux par
une me´thode dite de ”stripping”.
Les swaptions Sw(T, T0, TN ,K) correspondent aux options permettant d’entrer dans le fu-
tur a` la date T dans un swap d’e´che´ancier [T0, TN ] a` un taux fixe K de´termine´ en de´but
de contrat. Par conse´quent, les parame`tres de ce produit sont la maturite´ de l’option, le
tenor du swap et le prix d’exercice. Ces produits sont standards et permettent de se couvrir
contre des mouvements de taux d’inte´reˆts. Enfin, les caplets C(T, δ,K) sont des options
sur le taux Libor permettant d’e´changer le taux Libor L(T, T + δ) contre un taux K fixe´ a`
l’avance. Les caplets correspondent a` des swaptions sur un e´che´ancier n’ayant qu’une seule
date d’e´change de flux dont le tenor δ est ge´ne´ralement petit. Ces prix d’options vanilles
permettent de reconstituer une structure de volatilite´ des taux d’inte´reˆt ce qui constitue
une information essentielle de marche´.
La volatilite´ implicite de ces options standard peut de´pendre du prix d’exercice (strike),
de la maturite´ et du tenor. Certains phe´nome`nes ne sont ge´ne´ralement pas capte´s par la
plupart des mode`les utilise´s en pratique comme par exemple la dynamique stochastique du
skew des options. De plus, les traders aimeraient pouvoir caler les parame`tres du mode`le
de manie`re a` avoir un bon ajustement de la courbe des taux et de la surface de volatilite´
implicite des swaptions a` la monnaie appele´e surface de volatilite´ implicite ATM.
Ainsi, nous nous inte´ressons a` la classe des mode`les affines qui pourrait apporter des solu-
tions a` ces proble`mes. Il existe un ensemble de diffe´rences fondamentales entre ces mode`les
et les mode`les classiques. Les parame`tres des mode`les de type Vasicek et HJM peuvent de´-
pendre du temps afin de suivre les mouvements de marche´ et ils sont calibre´s tous les jours.
Dans le cadre des mode`les affines, les mouvements de marche´ sont capte´s par l’e´volution
de processus ale´atoires dont la dynamique de´pend de parame`tres constants. Les mode`les
affines sont donc des mode`les factoriels puisque ce sont uniquement les facteurs du mode`le
qui e´voluent dans le temps. Cette diffe´rence majeure permet de conserver une proprie´te´
inte´ressante de stationnarite´.
L’inconve´nient majeur des mode`les affines est que le nombre de facteurs doit eˆtre e´leve´ de
sorte a` capter les phe´nome`nes de marche´s voulus. Cela peut rendre les mode`les assez com-
plexes et difficiles a` utiliser. En revanche, l’avantage fondamental de ce type de mode`le est
qu’il permet d’avoir un processus de calibration ”cohe´rent”dans la mesure ou` les parame`tres
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du mode`le ne sont pas calibre´s tous les jours ce qui peut d’ailleurs engendrer des oppor-
tunite´s d’arbitrages. Les mouvements de marche´ re´sultent uniquement de l’e´volution des
facteurs et non de l’e´volution des parame`tres. En associant certains phe´nome`nes de marche´
a` certains facteurs du mode`le, nous pouvons interpre´ter certains mouvements de marche´s
et il devient possible de couvrir efficacement les risques sous-jacents a` ces mouvements de
marche´.
Bien que la classe des mode`les affines soit un concept the´orique tre`s inte´ressant, ces mode`les
sont assez peu utilise´s en pratique. En effet, l’utilisation de ces mode`les ne´cessite des e´tudes
tre`s pousse´es sur les me´thodes nume´riques d’e´valuation de produits ainsi que des analyses
sur l’influence des parame`tres. Les me´thodes d’e´valuation par Monte Carlo peuvent devenir
assez complique´es e´tant donne´ le nombre important de facteurs mais il existe des me´thodes
d’e´valuation efficaces pour les mode`les affines qui utilisent la transforme´e de Fourier. De
plus, il faut aussi e´tudier pre´cise´ment l’influence des parame`tres dont le calage est tre`s
important puisqu’ils ne sont pas sense´s e´voluer d’un jour a` l’autre.
Pre´sentation du chapitre
Les processus de Wishart ont e´te´ introduits par Bru [2] (1991) et ont e´te´ adapte´s au monde
de la finance par C. Gourieroux et al. [15, 16]. La structure de type Wishart est une structure
multidimensionnelle assez riche qui a permis d’e´tablir des mode`les a` volatilite´ stochastique
tels que le ”Wishart Stochastic Volatility Model” de´crit par J. Da Fonseca et al. [5, 6].
Inspire´ par ces travaux innovants, nous introduisons un nouveau mode`le affine de´crivant
la dynamique des taux d’inte´reˆt sous la probabilite´ risque neutre a` l’aide des processus de
Wishart. Ce mode`le a e´te´ initialement introduit par l’e´quipe de recherche de Cre´dit Agricole
CIB encadre´e par Christophe Michel, plus particulie`rement les personnes qui s’inte´ressent
aux proprie´te´s des mode`les affines (Sophie Alvarez, Anas Benabid et Victor Reutenauer).
Ce mode`le affine ge´ne´ral est une extension multidimensionnelle du mode`le de Heston dans le
monde des taux d’inte´reˆt pour lequel il existe des me´thodes d’e´valuation efficaces en grande
dimension. De plus, il posse`de certaines proprie´te´s inte´ressantes vis a` vis de la corre´lation
stochastique du taux court qui controˆle le skew de certaines options.
Dans une premie`re partie, nous pre´sentons le mode`le en de´tails et nous proposons une ex-
pression du prix des ze´ro-coupon dont le calcul pratique se fait par une me´thode nume´rique
de type Runge-Kutta. Nous proposons aussi des me´thodes d’e´valuation de produits vanilles
(caplets et swaptions) qui fournissent une expression quasi explicite. L’e´valuation se fait par
des me´thodes nume´riques efficaces mais ne´cessite tout de meˆme une re´solution de syste`mes
de Riccati emboˆıte´s. Nous proposons plusieurs me´thodes d’e´valuation et nous utilisons en
pratique la me´thode d’approximation des moments qui est une me´thode spe´cifique aux mo-
de`les affines et qui se re´ve`le assez efficace.
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Dans une deuxie`me partie, nous pre´sentons une premie`re application qui est la restriction du
mode`le de Wishart aux mode`les de Heston en dimension 1 et 2. Nous e´tudions ces mode`les
ainsi que les me´thodes d’e´valuation des caplets et des swaptions. Nous analysons ensuite
l’influence des parame`tres sur la surface de volatilite´ des swaptions (ATM) qui permet aux
utilisateurs d’avoir une intuition sur le comportement du mode`le.
Nous de´crivons dans une troisie`me partie les proprie´te´s intrinse`ques du mode`le permettant
de capter certains phe´nome`nes de marche´. Tout d’abord, nous abordons la diffe´rence entre
un mode`le de type Wishart et un mode`le affine standard en explicitant les diffe´rentes struc-
tures de volatilite´. Ensuite, nous conside´rons la corre´lation stochastique du taux court avec
sa volatilite´ qui controˆle au premier ordre la dynamique du skew des options sur taux court.
Nous pouvons voir qu’il est possible d’exhiber un mode`le de Wishart spe´cifique en dimen-
sion 2 permettant de capter cette corre´lation avec un facteur du processus de Wishart. Le
caplet e´tant une option sur le taux Libor qui est un taux court, ce mode`le pourrait capter
efficacement la dynamique du skew des caplets.
Enfin, nous proposons des me´thodes d’approximation des prix de caplets lorsque l’e´chelle
d’e´volution des taux d’inte´reˆt est longue par rapport a` la maturite´ de l’option. Nous de´-
crivons la me´thode de perturbations re´gulie`res introduite en finance par J.P. Fouque et al.
[12, 13, 14] que nous adaptons au monde complexe des taux d’inte´reˆt. Nous appliquons
cette me´thode mode`le de Wishart.
3.1 Pre´sentation du mode`le de Wishart sur les taux
Nous introduisons un mode`le affine sur le taux court qui utilise le processus de Wishart.
La forme assez ge´ne´rale du mode`le permet une e´tude en dimension quelconque ce qui
est particulie`rement utile dans le monde des taux d’inte´reˆt. Il est possible de choisir une
re´partition arbitraire des facteurs sur les taux et sur la volatilite´. Nous exprimons le prix
des ze´ro-coupon par une expression de´pendant de fonctions qui sont solutions d’un syste`me
de Riccati. La re´solution du syste`me de Riccati est de´taille´e pre´cise´ment.
3.1.1 Description du mode`le
Le mode`le pre´sente´ est un mode`le sur le taux court rt appartenant a` la classe affine. Nous
associons un processus vectoriel affine Xt et un processus matriciel de Wishart Vt de sorte
que le couple (Xt, Vt) ait une dynamique affine. Le taux court est de´fini comme combinaison
line´aire des composantes de ces processus. Le taux court, pouvant e´ventuellement devenir
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ne´gatif, est caracte´rise´ par la dynamique suivante sous la probabilite´ risque neutre Q :
dXt = P (ℵ −Xt)dt+
 Tr(Π1Vt)...
Tr(ΠpVt)
 dt+R√diag(αi + Tr(ΣiVt) : 1 ≤ i ≤ h)d−→Z t
dVt = (Ω
>Ω +MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt
rt = α+ Tr[ΣVt] + δ
>Xt
avec les notations suivantes :
• P est une matrice re´elle p× p
• R est une matrice re´elle p× h
• (Vt)t est un processus de Wishart a` valeurs dans l’ensembles des matrices syme´triques
positives de taille n× n
• Ω est une matrice re´elle de taille n× n.
• (Σi)1≤i≤h sont des matrices syme´triques positives (potentiellement diagonale si l’on
veut utiliser seulement les composante diagonales du processus de Wishart)
• (Πi)1≤i≤p sont des matrices syme´triques
• (αi)1≤i≤h dont des nombres re´els positifs
• Q est une matrice inversible de taille n × n et M est une matrice ne´gative de taille
n× n
• Σ est une matrice syme´trique (potentiellement positive) de taille n× n
• α est un nombre re´el (potentiellement positif)
• ℵ et δ sont des vecteurs de taille p× 1
• (Wt)t est une matrice n × n dont les composantes sont des mouvements Brownien
scalaires inde´pendants sous la probabilite´ Q
• (Zt)t est un vecteur de taille h× 1 dont les composantes sont des mouvements Brow-
niens inde´pendants entre eux et inde´pendant de (Wt)t sous la probabilite´ Q
• diag(Ai : a ≤ i ≤ n) correspond a` la matrice diagonale de taille n× n de coefficients
diagonaux Ai
Afin d’alle´ger l’e´criture de certaines expressions de ce document, nous introduisons dans la
suite les notations suivantes :
D0 = diag (αi : 1 ≤ i ≤ h)
D1 = diag (αi + Tr(ΣiVt) : 1 ≤ i ≤ h)
La dynamique de la volatilite´ du taux court est de´crite par le processus de Wishart Vt
dont la valeur a` l’infini de´pend de Ω>Ω. En effet, la valeur de la moyenne du processus de
Wishart a` l’infini V∞ peut eˆtre relie´e a` la matrice Ω>Ω par :
−Ω>Ω = V∞M +M>V∞.
Ainsi, la matrice Ω>Ω sert a` calibrer la matrice de variance covariance a` l’infini. Bru [2]
propose une contrainte sur M et Ω>Ω suffisante pour assurer l’existence du processus de
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Wishart a` toute date. Cette contrainte conside`re que la matrice M est de´finie ne´gative et
que Ω>Ω = βQ>Q avec un parame`tre β re´el supe´rieur a` n− 1. La dynamique du processus
de Wishart ne de´pend pas directement de V∞ et reste positif. Cette spe´cification contraint
la volatilite´ a` l’infini a` de´pendre fortement de la matrice M et de la matrice Q avec le
degre´ de liberte´ β. Dans ce premier travail, nous choisissons la spe´cification de M.F. Bru ou`
Ω>Ω = βQ>Q mais il sera possible de conside´rer une autre spe´cification assurant l’existence
du processus et qui pourrait eˆtre plus flexible.
3.1.2 E´valuation du prix des ze´ro-coupon
Apre`s avoir de´fini le mode`le, nous e´tudions la dynamique du prix des ze´ro-coupon. Le
prix du ze´ro-coupon B(t, T ) a` la date t pour la maturite´ T est donne´ par :
B(t, T ) = EQ
(
e−
∫ T
t rsds
)
.
Dans le cadre affine, le prix des ze´ro-coupon peut s’e´crire comme l’exponentielle d’une
combinaison line´aire des facteurs. Ainsi, l’expression du prix des ze´ro-coupon est donne´e
sous la forme suivante :
B(t, T ) = exp
(
Tr[A(t, T )Vt] +H
>(t, T )Xt + C(t, T )
)
.
Afin de de´crire les fonctions A, H et C, on applique une formule d’Itoˆ :
dB(t, T )
B(t, T )
=
{
Tr[∂tA(t, T )Vt] + ∂tH
>(t, T )Xt + ∂tC(t, T )
}
dt
+
{
βTr[Q>QA(t, T )] + Tr[(A(t, T )M +M>A(t, T ))Vt]
}
dt
+ H>(t, T )P (ℵ −Xt)dt
+ Tr

p∑
j=1
(H(t, T ))j1Πj
Vt
 dt
+ 2Tr[A(t, T )Q>QA(t, T )]dt
+
1
2
Tr[D0R
>H(t, T )H>(t, T )R]dt
+
1
2
Tr

p∑
j=1
(R>H(t, T )H>t, T )R)jjΣj
Vt
 dt
+ 2Tr[
√
VtdWtQA(t, T )]
+ H>(t, T )R
√
D1d
−→
Z t.
Par absence d’opportunite´s d’arbitrage, le drift de la dynamique du prix des ze´ro-coupon
est e´gal au taux court rt. La dynamique du prix des ze´ro-coupon peut donc s’e´crire sous la
forme :
dB(t, T )
B(t, T )
= rtdt+ Γ(t, T )dBt,
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ou` Bt est un mouvement brownien scalaire sous la probabilite´ risque neutre Q. En identifiant
les termes martingales des deux expressions pre´ce´dentes, on en de´duit :
Γ(t, T )dBt = 2Tr[
√
VtdWtQA] +H
>R
√
D1dd
−→
Z t
ce qui fournit l’expression suivante de la volatilite´ Γ(t, T ) du prix des ze´ro-coupon :
Γ(t, T )2 = 4Tr[QA(t, T )VtA
>(t, T )Q>] +H>(t, T )RD1R>H(t, T ).
On remarque que la variance instantane´e Γ2(t, T ) est une combinaison line´aire des compo-
santes du processus de Wishart Vt. Les coefficients de cette combinaison line´aire de´pendent
des fonctions A et H. La volatilite´ Γ(t, T ) de´pend de T au travers de ces fonctions qui au-
ront par conse´quent de l’influence sur la structure par terme de volatilite´. L’identification
des parties a` variations finies permet de de´terminer ces fonctions. En effet, la contrainte sur
le drift fournit le syste`me de Riccati dont les fonctions A, H et C sont solutions.

∂tA(t, T ) +A(t, T )M +M
>A(t, T ) + 2A(t, T )Q>QA(t, T )
+
(∑p
j=1H(t, T )
j1Πj
)
+ 12
(∑h
j=1(R
>H(t, T )H>(t, T )R)jjΣj
)
= Σ
A(T, T ) = 0.
∂tH(t, T )− P>H(t, T ) = δ
H(T, T ) = 0.
∂tC(t, T ) + βTr[Q
>QA(t, T )] +H>(t, T )Pℵ
+12Tr[D0R
>H(t, T )H>(t, T )R] = α
C(T, T ) = 0.
La re´solution du syste`me de Riccati est de´crite dans la de´monstration du the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1. Le prix des ze´ro-coupon peut s’exprimer sous la forme
B(t, T ) = exp
(
Tr[A(t, T )Vt] +H
>(t, T )Xt + C(t, T )
)
, (3.1)
avec les expressions suivantes :
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
H(t, T ) = (P>)−1
{
exp[−P>(T − t)]− Ip
}
δ
A(t, T ) = [F (t, T )]−1G(t, T )
[∂tF (t, T ) ∂tG(t, T )] = [F (t, T ) G(t, T )]
(
M> −ΘA(t)
2Q>Q −M
)
[F (T, T ) G(T, T )] = [In 0]
ΘA(t) = Σ−
(∑p
j=1H(t, T )
j1Πj
)
− 12
(∑h
j=1(R
>H(t, T )H>(t, T )R)jjΣj
)
C(t, T ) =
−β2 {(T − t)Tr[M ] + log(det(F (t, T )))}
− ((T − t)δ> −H>(t, T ))ℵ
+ 12Tr
[
D0
∫ T
t
R>H(s, T )H>(s, T )Rds
]
− (T − t)α
P>
[∫ T
t
H(s, T )H>(s, T )ds
]
P =
∫ T
t
exp[−P>(T − s)]δδ> exp[−P (T − s)]ds
+ (P>)−1
{
exp[−P>(T − t)]− Ip
}
δδ>
+ δδ> {exp[−P (T − t)]− Ip}P−1
+ (T − t)δδ>
∫ T
t
exp[−P>(T − s)]δδ> exp[−P (T − s)]ds = exp[−P>(T − t)][U(t)]−1N(t) exp[−P (T − t)]
[U(t) N(t)] = [In 0] exp
{(−(T − t)P> (T − t)δδ>
0 (T − t)P
)}
De´monstration 3.1. Afin de de´montrer ce the´ore`me, il faut re´soudre le syste`me de Riccati
ve´rifie´ par les fonctions A, H et C. Tout d’abord, on peut re´e´crire la premie`re e´quation de
Riccati sous la forme suivante :
∂tA(t, T ) +A(t, T )M +M
>A(t, T ) + 2A(t, T )Q>QA(t, T ) = ΘA(t),
en ayant de´fini au pre´alable la fonction ΘA(t) par :
ΘA(t) = Σ−
 p∑
j=1
H(t, T )j1Πj
− 1
2
 h∑
j=1
(R>H(t, T )H>(t, T )R)jjΣj
 .
Le fait que ΘA(t) de´pende du temps empeˆche l’obtention d’une forme ferme´e a` l’aide de
l’exponentielle matricielle. Cependant, comme il est fait dans l’annexe A.1, on peut se
ramener a` une forme semi-ferme´e qu’il faudra ensuite re´soudre nume´riquement par des
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me´thodes de type Runge-Kutta. La solution peut s’e´crire sous la forme suivante :
A(t, T ) = [F (t, T )]−1G(t, T )
[∂tF (t, T ) ∂tG(t, T )] = [F (t, T ) G(t, T )]
(
M> −ΘA(t)
Q>Q −M
)
[F (T, T ) G(T, T )] = [In 0]
La re´solution de la deuxie`me e´quation est imme´diate :
H(t, T ) = (P>)−1
{
exp[−P>(T − t)]− Ip
}
δ.
En inte´grant la dernie`re e´quation, on peut e´crire :
C(t, T ) = βTr
[∫ T
t
Q>QA(s, T )ds
]
+
∫ T
t
H>(s, T )Pℵds
+
1
2
Tr
[
D0
∫ T
t
R>H(s, T )H>(s, T )Rds
]
− (T − t)α.
Calculons a` pre´sent les trois inte´grales pre´sentes dans la formule pre´ce´dente :
1. Calcul de l’inte´grale
∫ T
t Q
>QA(s, T )ds :
La me´thode de line´arisation (voir annexe A.1) applique´e a` la premie`re e´quation four-
nissait l’e´quation suivante :
−[F (t, T )]−1∂tF (t, T ) +M> + 2A(t, T )Q>Q = 0.
Par conse´quent, le calcul de la premie`re inte´grale s’e´crit sous la forme :
2Tr
[∫ T
t
Q>QA(s, T )ds
]
= −(T − t)Tr[M ]− log(det(F (t, T ))).
2. Le calcul de l’inte´grale
∫ T
t H
>(s, T )Pℵds se fait en utilisant la deuxie`me e´quation de
Riccati. En effet, un calcul imme´diat fournit :∫ T
t
H(s, T )Pds = −(T − t)δ> −H>(t, T ).
3. Calcul de l’inte´grale
∫ T
t R
>H(s, T )H>(s, T )Rds :
Pour cette troisie`me inte´grale, on utilise une me´thode de line´arisation de Riccati. On
peut calculer
∫ T
t H(s, T )H
>(s, T )ds en utilisant :
P>
[∫ T
t
H(s, T )H>(s, T )ds
]
P =
∫ T
t
exp[−P>(T − s)]δδ> exp[−P (T − s)]ds
+ (P>)−1
{
exp[−P>(T − t)]− Ip
}
δδ>
+ δδ> {exp[−P (T − t)]− Ip}P−1
+ (T − t)δδ>.
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En utilisant l’annexe A.2, on de´duit l’expression de l’inte´grale suivante∫ T
t exp[−P>(T − s)]δδ> exp[−P (T − s)]ds sous la forme :∫ T
t exp[−P>(T − s)]δδ> exp[−P (T − s)]ds = exp[−P>(T − t)][U(t)]−1N(t) exp[−P (T − t)]
ou` [U(t) N(t)] = [In 0] exp
{(
−(T − t)P> (T − t)δδ>
0 (T − t)P
)}
.
Ainsi, on obtient une formule quasi-ferme´e pour le prix des ze´ro-coupon. La re´solution du
syste`me se fait en utilisant un sche´ma nume´rique de Runge-Kutta a` l’ordre 4.
3.1.3 Description de la probabilite´ forward neutre
La probabilite´ U-forward neutre est de´finie de la manie`re suivante :
dQU
dQ Ft
=
exp
(
− ∫ Ut rsds)
B(t, U)
.
La dynamique du prix des ze´ro-coupon peut s’e´crire :
dB(t, U)
B(t, U)
= rtdt+ 2Tr[
√
VtdWtQA(t, U)] +H
>(t, U)R
√
D1d
−→
Z t.
Ainsi, le the´ore`me de Girsanov fournit l’expression des nouveaux mouvements browniens
sous la probabilite´ U-forward neutre :
dWUt = dWt − 2
√
VtA(t, U)Q
>dt
d
−→
Z Ut = d
−→
Z t −
√
D1R
>H(t, U)dt.
Posons M
′
(t, U) = M + 2Q>QA(t, U). La dynamique du mode`le sous la probabilite´ U-
forward peut se re´e´crire comme suit :
dXt = P (ℵ −Xt)dt+
 Tr(Π1Vt)...
Tr(ΠpVt)
 dt+RD1R>H(t, U)dt+R√D1d−→Z Ut
dVt =
(
βQ>Q+M ′(t, U)Vt + Vt(M
′
(t, U))>
)
dt
+
√
VtdW
U
t Q+Q
>(dWUt )>
√
Vt
rt = α+ Tr[ΣVt] + δ
>Xt.
3.1.4 Transformation de Laplace des facteurs
Dans un mode`le affine, l’expression de la transforme´e de Laplace va eˆtre au centre de nom-
breux de´veloppements dont l’e´valuation de produits de´rive´s. Nous de´finissons la transforme´e
de Laplace des facteurs sous une probabilite´ forward neutre QU de la manie`re suivante :
Φ(t, T, U,Γ,Λ, Vt, Xt) = EQUt
[
exp
(
Tr[ΓVT ] + Λ
>XT
)]
,
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ou` Γ est une matrice de taille n× n et Λ un vecteur de taille p.
Le mode`le appartient au cadre affine, nous allons donc chercher la solution sous la forme
d’une exponentielle d’une combinaison line´aire des facteurs :
Φ(t, T, U,Γ,Λ, Vt, Xt) = exp
(
Tr[D(t, T, U,Γ,Λ)Vt] + [J(t, T, U,Γ,Λ)]
>Xt + Z(t, T, U,Γ,Λ)
)
.
Un de´veloppement stochastique a` l’aide de la formule d’Itoˆ, en exploitant le fait que
Φ(t, T, U,Γ,Λ, Vt, Xt) soit une martingale, fournit un nouveau syste`me de Riccati qui s’e´crit :

∂tD +D[M
′
(t, U)] + [M
′
(t, U)]>D + 2D[Q>Q]D
+
(∑h
j=1[(R
>H(t, U)JR)jj + 12(R
>JJ>R)jj ]Σj
)
+
(∑p
j=1 J(t, T, U,Γ,Λ)
j1Πj
)
= 0
D(T, T, U,Γ,Λ) = Γ.
∂tJ − P>J = 0
J(T, T, U,Γ,Λ) = Λ.
∂tZ(t, T ) + βTr[Q
>QD] + J>Pℵ+ Tr[D0
{
1
2R
>JJ>R+R>H(t, U)J>R
}
] = 0
Z(T, T, U,Γ,Λ) = 0.
Ce syste`me de Riccati fait intervenir la fonction H apparaissant dans l’expression du prix
des ze´ro-coupon. Bien que les parame`tres de´pendent du temps, ce syste`me peut eˆtre re´solu
quasi- explicitement comme l’e´nonce le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.2. La transforme´e de Laplace Φ(t, T, U,Γ,Λ, Vt, Xt) s’exprime de la manie`re
suivante :
Φ(t, T, U,Γ,Λ, Vt, Xt) = exp
(
Tr[D(t, T, U,Γ,Λ)Vt] + [J(t, T, U,Γ,Λ)]
>(t, T )Xt + Z(t, T, U,Γ,Λ)
)
,
avec les expressions suivantes :
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
J(t, T, U,Γ,Λ) = exp[−P>(T − t)]Λ
D(t, T, U,Γ,Λ) = [F (t, T )]−1G(t, T )
[∂tF (t, T ) ∂tG(t, T )] = [F (t, T ) G(t, T )]Π(t, U)
[F (T, T ) G(T, T )] = [In Γ]
Π(t, U) =
(
[M
′
(t, U)]> ΘD(t)
2Q>Q −M ′(t, U)
)
ΘD(s) =
1
2
∑h
j=1(R
>J(s, T, U,Γ,Λ)J>(s, T, U,Γ,Λ)R)jjΣj
+
∑h
j=1(R
>H(s, U)J>(s, T, U,Γ,Λ)R)jjΣj
+
∑p
j=1 J(s, T, U,Γ,Λ)
j1Πj
Z(t, T, U,Γ,Λ) =
+ β2 [log(det(F (t, U)))− log(det(F (T,U)))]
− β2 log(det(F (t, T, U,Γ,Λ)))
+
(
Λ> − J>(t, T, U,Γ,Λ))ℵ
+ 12Tr
[
D0
∫ T
t
R>J(s, T, U,Γ,Λ)J>(s, T, U,Γ,Λ)Rds
]
− Tr
[
D0
∫ T
t
R>H(s, U)J>(s, T, U,Γ,Λ)Rds
]
∫ T
t
J(s, T, U,Γ,Λ)J>(s, T, U,Γ,Λ)ds = exp[−P>(T − t)][U(t)]−1N(t) exp[−P (T − t)]
[U(t) N(t)] = [In 0] exp
{(−(T − t)P> (T − t)ΛΛ>
0 (T − t)P
)}
P>
∫ T
t
H(s, U)J>(s, T, U,Γ,Λ)ds =
exp[−P>(U − t)][X(t)]−1Y (t) exp[−P (T − t)]
− δΛ>[Ip − exp[−P (T − t)]]P−1
[X(t) Y (t)] = [In 0] exp
{(−(T − t)P> (T − t)δΛ>
0 (T − t)P
)}
.
De´monstration 3.2. Pour de´montrer ce the´ore`me, il faut re´soudre le syste`me de Riccati
ve´rifie´ pas les fonctions intervenant de la transforme´e de Laplace. La premie`re e´quation se
re´sout comme pre´ce´demment avec une me´thode de line´arisation. Concernant la deuxie`me
e´quation, la re´solution est imme´diate et fournit :
J(t, T, U,Γ,Λ) = exp(−(T − t)P>)Λ.
Il reste a` exprimer la forme de la solution de la fonction Z. En inte´grant la dernie`re e´quation,
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on obtient :
Z(t, T, U, γ,Λ) = βTr
[∫ T
t
Q>QD(s, T, U,Γ,Λ)ds
]
+
∫ T
t
J>(s, T, U,Γ,Λ)Pℵds
+ Tr[
1
2
D0
∫ T
t
R>J(s, T, U,Γ,Λ)J>(s, T, U,Γ,Λ)Rds]
+ Tr[
1
2
D0
∫ T
t
R>H(s, U)J>(s, T, U,Γ,Λ)Rds].
On peut simplifier cette expression en utilisant l’e´quation donne´e par la line´arisation de la
fonction D qui me`ne a` :
2Tr
[∫ T
t
Q>QD(s, T, U,Γ,Λ)ds
]
= −(T − t)Tr(M)− 2Tr[
∫ T
t
Q>QA(s, U)ds]
− log (det(F (t, T, U,Γ,Λ)))
= log
(
det(F (t, U))
det(F (T,U))
)
− log (det(F (t, T, U,Γ,Λ))) .
De plus, en inte´grant la deuxie`me e´quation de Riccati, la deuxie`me inte´grale se calcule par :∫ T
t
J>(s, T, U,Γ,Λ)Pℵds = [Λ> − J>(t, T, U,Γ,Λ)]ℵ.
Concernant les deux derniers termes, ils se calculent en utilisant l’annexe A.2[∫ T
t
J(s, T, U,Γ,Λ)J>(s, T, U,Γ,Λ)ds
]
=
∫ T
t
exp[−P>(T − s)]ΛΛ> exp[−P (T − s)]ds.
En utilisant l’annexe A.2, on peut de´duire l’expression de l’inte´grale∫ T
t exp[−P>(T − s)]ΛΛ> exp[−P (T − s)]ds sous la forme suivante :∫ T
t exp[−P>(T − s)]ΛΛ> exp[−P (T − s)]ds = exp[−P>(T − t)][U(t)]−1N(t) exp[−P (T − t)]
ou` [U(t) N(t)] = [Ip 0] exp
{(
−(T − t)P> (T − t)ΛΛ>
0 (T − t)P
)}
.
Pour le dernier terme, les calculs se font par la meˆme me´thode et me`nent a` :[
P>
∫ T
t
H(s, U)J>(s, T, U,Γ,Λ)ds
]
=
∫ T
t
exp[−P>(U − s)]δΛ> exp[−P (T − s)]ds
−
∫ T
t
[δΛ> exp(−P (T − t))]
= exp[−P>(U − t)][X(t)]−1Y (t) exp[−P (T − t)]
− δΛ>[Ip − exp(−P (T − t))]P−1,
ou` les fonctions X et Y ve´rifient :
[X(t) Y (t)] = [Ip 0] exp
{(
−(T − t)P> (T − t)δΛ>
0 (T − t)P
)}
.
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Ce the´ore`me fournit le calcul quasi explicite de la transforme´e de Laplace sous une probabi-
lite´ forward neutre. Cette expression permet de trouver des me´thodes d’e´valuation efficaces
pour les options vanilles.
3.2 Me´thodes d’e´valuation des options vanilles
Dans le marche´, certains instruments financiers sont utilise´s pour calibrer les mode`les
des taux d’inte´reˆt. En effet, la plupart des mode`les de taux d’inte´reˆt sont calibre´s sur les
prix des caplets et des swaptions. Par exemple, pour un mode`le Vasicek standard avec des
parame`tres de´pendant du temps, les options vanilles permettent de caler ces parame`tres :
le parame`tre θ(t) est ge´ne´ralement calibre´ sur les prix de caplets et le parame`tre λ(t) sur
l’antidiagonale des prix de swaptions jusqu’a` la maturite´ Tmax correspondant ge´ne´ralement
aux swaptions de maturite´ T = i anne´es et de tenor U = Tmax − i anne´es. De manie`re
ge´ne´rale, le prix des caplets fournit de l’information sur les niveaux de volatilite´ des taux
Libor forward et la matrice de prix des swaptions fournit de l’information sur la corre´lation
entre les taux Libor forward successifs.
Dans le mode`le de Wishart, il faut e´tudier les me´thodes d’e´valuation des options vanilles.
Ainsi, nous de´crivons les expressions quasi explicites des prix de caplets et des prix de
swaptions dont l’e´valuation se fait par des me´thodes nume´riques rapides.
3.2.1 E´valuation des swaptions
Dans cette partie nous abordons l’e´valuation des swaptions qui peut se faire par FFT
ou par la me´thode des moments. L’e´valuation ne peut pas se faire directement et il faut
mettre en œuvre une approximation. En effet, le taux de swap forward fixe´ en T pour un
swap commenc¸ant en T0 et se terminant en TN avec une fre´quence de paiement de δ est
de´fini par :
ST (T0, TN , δ) =
B(T, T0)−B(T, TN )∑N
i=1 δB(T, Ti)
.
Une swaption est une option d’entre´e a` la maturite´ T dans un swap d’e´che´ancier [T0, TN ]
au prix d’exercice K fixe´ a` l’avance. Par conse´quent, son prix est donne´ par la formule
suivante :
Sw(T, T0, TN , δ,K) = B(0, T )EQT
[
(ST (T0, TN , δ)−K)+
N∑
i=1
δB(T, Ti)
]
= B(0, T )EQT
(B(T, T0)−B(T, TN )−K N∑
i=1
δB(T, Ti)
)+ .
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Approximation dans un mode`le affine
Il est impossible de trouver une formule ferme´e a` ces prix et il est ne´cessaire de faire une
approximation. L’approximation classique pour les mode`les affines est de supposer que
YT = B(T, TN ) + K
∑N
i=1 δB(T, Ti) s’e´crit sous la forme d’une exponentielle affine. L’ide´e
est de poser :
Hs =
B(s, TN ) +K
∑N
i=1 δB(s, Ti)
B(s, T )
, s ≤ T.
Ce processus HS est martingale sous QT . En effet, sa dynamique peut s’e´crire :
dHs
Hs
= 2Tr
[√
VsdW
T
s Q
{
B(s, TN )A(s, TN ) +K
∑N
i=1B(s, Ti)A(s, Ti)
B(s, TN ) +K
∑N
i=1B(s, Ti)
−A(s, T )
}]
+
{
B(s, TN )H
>(s, TN ) +K
∑N
i=1B(s, Ti)H
>(s, Ti)
B(s, TN ) +K
∑N
i=1B(s, Ti)
−H>(s, T )
}
R
√
D1dB
T
s .
La premie`re approximation consiste a` conside´rer que
dHs
Hs
∼ 2Tr
[√
VsdW
T
s QA¯(s)
]
+ H¯>(s, T )R
√
D1dB
T
s ,
avec
A¯(s) =
B(0, TN )A(s, TN ) +K
∑N
i=1B(0, Ti)A(s, Ti)
B(0, TN ) +K
∑N
i=1B(0, Ti)
−A(s, T ),
H¯(s) =
B(0, TN )H(s, TN ) +K
∑N
i=1B(0, Ti)H(s, Ti)
B(0, TN ) +K
∑N
i=1B(0, Ti)
−H(s, T ).
Cette approximation est assez classique concernant les swaptions ce qui revient a` supposer
que les poids ont une volatilite´ tre`s faible. La deuxie`me approximation naturelle consiste a`
poser que :
HT ∼ exp
[
Tr(A¯(T )VT ) + H¯
>(T )XT + C¯(T )
]
.
Pour calculer C¯(T ), on utilise la proprie´te´ de martingale de HT a` l’ordre 0 qui permet
d’e´crire EQT [HT ] = H0. Cela fournit :
C¯(T ) = log(H0)− log(Φ(0, T, T, A¯(T ), H¯>(T ), V0, X0)).
Finalement, on peut e´crire l’approximation de YT sous la forme d’une exponentielle affine :
YT = B(T, TN ) +K
N∑
i=1
δB(T, Ti) ∼ exp
[
Tr(A¯(T )VT ) + H¯
>(T )XT + C¯(T )
]
.
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E´valuation des swaptions par la me´thode des moments
Connaissant la transforme´e de Laplace des facteurs et ayant fait l’approximation sur la
variable YT = B(T, TN ) +K
∑N
i=1 δB(T, Ti), il est facile de calculer les moments de YT . En
effet, la forme exponentielle trouve´e fournit un moyen facile de calculer tous les moments
d’ordre j :
mj = E(Y jT ) = E
QT
[
exp
[
Tr(jA¯(T )VT ) + jH¯
>(T )XT + jC¯(T )
]]
= ejC¯(T )Φ(0, T, T, jA¯(T ), jH¯(T ), V0, X0).
En conside´rant les moments de cette variable, on peut utiliser des me´thodes de de´velop-
pements de type Edgeworth ou Gram Charlier. Ces me´thodes reconstituent des valeurs
d’options en utilisant un de´veloppement selon les moments (ou cumulants) jusqu’a` un cer-
tain ordre. On de´taille le calcul des prix d’options par la me´thode des moments.
Soit Y une variable ale´atoire. La transforme´e de Fourier ΦY (k) = E(eikYT ) de la variable
Y peut eˆtre de´finie a` partir des cumulants de la +manie`re suivante :
ln[ΦY (k)] =
∞∑
j=1
cj
(ik)j
j!
.
De manie`re standard, les cumulants cj de la variable Y se calculent facilement a` partir de
ses moments mj :
c1 = m1, c2 = m2 −m21, c3 = m3 −−3m1m2 + 2m31,
c4 = m4 −−4m1m3 + 3m22 + 12m21m2 − 6m41,
c5 = m5 −−5m1m4 − 10m2m3 + 20m21m3 + 30m1m22 − 60m31 + 24m51,
c6 = m6 −−6m1m5 − 15m2m4 + 30m21m4 − 10m23 + 120m1m2m3 − 120m31m3
+30m32 − 270m21m22 + 360m41m2 − 120m61,
c7 = m7 −−7m1m6 − 21m2m5 − 35m3m4 + 140m1m23 − 630m1m32 + 210m1m2m4
−1260m21m2m3 + 42m21m5 + 2520m31m22 − 210m31m22 + 210m22m3 + 840m41m3
−2520m51m2 − 720m71.
Connaissant les cumulants, on peut faire un de´veloppement de la densite´ de la variable Y
note´e fY (y)
fY (y) =
1
2pi
∫ +∞
−∞
e−ikyΦY (k)dk =
1
2pi
∫ +∞
−∞
e−ikye
∑∞
j=1 cj
(ik)j
j! dk =
1
2pi
∫ +∞
−∞
e−ikyeikc1−
k2
2
c2eΛdk,
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ou` eΛ = e
∑∞
j=3 cj
(ik)j
j! est approxime´ au deuxie`me ordre en ne conside´rant que les 7 premiers
cumulants du de´veloppement :
eΛ ∼ 1 + Λ + Λ
2
2
∼ 1− ik3
(c3
3!
)
+ k4
(c4
4!
)
+ ik5
(c5
5!
)
− k6
(
c6
6!
+
1
2
(c3
3!
)2)− ik7 (c7
7!
+
c3
3!
c4
4!
)
.
Ainsi, on peut e´crire le de´veloppement de fY sous la forme suivante :
f(y) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
e−ikyeikc1−
k2
2
c2(1 +
7∑
i=3
θnk
n)dk
Enfin, il existe plusieurs me´thodes d’approximation (Edgeworth, Gram Charlier) permet-
tant de calculer les prix d’options. On rappelle l’expression les polynoˆmes de Hermite jusqu’a`
l’ordre 7 :
H0 = 1, H1 = x, H2 = x
2 − 1, H3 = x3 − 3x, H4 = x4 − 6x2 + 3,
H5 = x
5 − 10x3 + 15x, H6 = x6 − 15x4 + 45x2 − 15, H7 = x7 − 21x5 + 105x3 + 105x.
La me´thode de Gram Charlier [4] consiste en une re´gression sur les polynoˆmes d’Hermite
sous la forme
E[1Y >a] = N
(
c1 − a√
c2
)
+
∞∑
k=3
(−1)k−1qkHk−1
(
c1 − a√
c2
)
Φ
(
c1 − a√
c2
)
.
E[Y 1Y >a] = c1N
(
c1 − a√
c2
)
+
√
c2Φ
(
c1 − a√
c2
)
+
∞∑
k=3
(−1)kqk
(
−aHk−1
(
c1 − a√
c2
))
+
√
c2Hk−2
(
c1 − a√
c2
)
Φ
(
c1 − a√
c2
)
.
En appliquant cette me´thode de Gram Charlier avec la variable YT = B(T, TN )+K
∑N
i=1 δB(T, Ti),
il est possible de calculer les prix de swaptions facilement. Concernant l’e´valuation des swap-
tions, la me´thode de Gram Charlier fournit les meilleurs re´sultats a` l’ordre 3 alors que pour
le de´veloppement de type Edgeworth, il est pre´fe´rable d’aller jusqu’a` l’ordre 7. Concernant
les me´thodes d’expansion pour le calcul de swaptions, elles fournissent empiriquement de
bonnes approximations pour les swaptions dont le tenor est infe´rieur a` 10 ans.
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E´valuation des swaptions par FFT
L’e´valuation des swaptions peut se faire de manie`re classique sous la probabilite´ forward
neutre en conside´rant le taux de swap comme un panier de ze´ro-coupon.
Sw(T, T0, TN , δ,K) = B(0, T )EQT [(eTr[A(T,T0)VT ]+H
>(T,T0)XT+C(T,T0)
−eTr[A¯(T )VT ]+H¯>(T )XT+C¯(T ))+]
= B(0, T )EQT [eTr[A(T,T0)VT ]+H
>(T,T0)XT+C(T,T0)
1{Tr[A(T,T0)VT ]+H>(T,T0)XT+C(T,T0)≥Tr[A¯(T )VT ]+H¯>(T )XT+C¯(T )}]
− B(0, T )EQT [eTr[A¯(T )VT ]+H¯>(T )XT+C¯(T )
1{Tr[A(T,T0)VT ]+H>(T,T0)XT+C(T,T0)≥Tr[A¯(T )VT ]+H¯>(T )XT+C¯(T )}].
Il faut donc calculer une fonction s’e´crivant :
∆(T,A,B,C,D,E, F ) = EQT
[
exp {Tr[AVT ] +BXT + C} 1{Tr[DVT ]+EXT+F≥0}
]
.
Cette fonction se calcule par transforme´e de Fourier en utilisant la transforme´e de Laplace
des facteurs Φ.
3.2.2 E´valuation des caplets
Un caplet de maturite´ T + ν est une option sur le forward du taux Libor Lt(T, T + ν) a`
la date t, qui est fixe´ a` la date T et qui paie en date T +ν. Le caplet donne le droit d’entre´e
dans cette option au prix d’exercice K et peut eˆtre vue comme une swaption sur un swap
a` un flux de tenor δ. Son expression est donne´e par :
C(t, T,K, ν) = B(0, T + ν)EQT+ν0 [(Lt(T, T + ν)−K)+],
Lt(T, T + ν) =
1
ν
(
B(t, T )
B(t, T + ν)
− 1
)
.
Comme le cadre est affine, la me´thode d’e´valuation par FFT est assez classique. La trans-
forme´e de Laplace Ψ(γ, t, T, ν) du log du prix du sous-jacent est donne´e par
Ψ(γ, t, T, ν) = EQT+ν0 [exp {γ log(1 + νLt(T, T + ν))}] .
On peut exprimer le prix des caplets en utilisant l’expression de la transforme´e de Laplace.
En effet, on peut e´tablir la relation suivante :
Ψ(γ, t, T, ν) = EQT+ν0 [exp {γ log(1 + νLt(T, T + ν))}] = EQT+ν0
[
exp
{
γ log(
B(t, T )
B(t, T + ν)
)
}]
=
exp {γ(C(t, T )− C(t, T + ν))}
EQT+ν0
[
exp
{
γTr[(A(t, T )−A(t, T + ν))Vt] + (H>(t, T )−H>(t, T + ν))Xt
}]
=
exp {γ(C(t, T )− C(t, T + ν))}
Φ(0, t, T + ν, γ(A(t, T )−A(t, T + ν)), γ(H(t, T )−H(t, T + ν)), V0, X0). (3.2)
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Par conse´quent, la transforme´e de Laplace du sous-jacent Ψ s’exprime en fonction de la
transforme´e de Laplace des facteurs Φ. Ainsi, le prix des caplets peut se de´duire aise´ment
par FFT. La me´thode d’e´valuation par FFT est classique pour les mode`les affines et elle a
de´ja` utilise´ dans le chapitre 2 de la the`se.
Une autre me´thode d’e´valuation est de conside´rer que le caplet est une swaption sur un
swap avec une seule e´che´ance de paiement. La me´thode des moments peut donc eˆtre utilise´e
a` la fois pour l’e´valuation des caplets et l’e´valuation des swaptions. De plus, cette me´thode
fournit des re´sultats assez pre´cis [4].
3.3 E´tude d’un mode`le de Wishart e´quivalent a` un mode`le
de Heston
Cette partie est consacre´e a` l’e´valuation des caplets et des swaptions dans le mode`le de
Wishart. Tout d’abord, le mode`le de Wishart se re´ve`le eˆtre une extension multidimension-
nelle du mode`le de Heston puisqu’il est possible de spe´cifier le mode`le de sorte a` retrouver
le mode`le standard de Heston. Le mode`le des Heston sert de re´fe´rence car on connaˆıt cer-
tains comportements classiques concernant les courbes de prix de ze´ro-coupon, les smiles
de caplets et les surfaces de volatilite´ de swaptions. En fait, il existe une restriction un peu
spe´ciale lie´e au processus de Wishart lui meˆme : lorsqu’on utilise le processus de Wishart
pour lequel le terme de la volatilite´ a` l’infini est sous la forme βQ>Q, la volatilite´ a` l’infini
est fortement lie´e a` la matrice Q avec pour seul degre´ de liberte´ le parame`tre β re´el. Il
est en fait possible de passer outre ce cadre en conside´rant un processus de Wishart plus
ge´ne´ral sous la forme :
dVt = M(Vt − V∞) + (Vt − V∞)M> +
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt.
mais il est plus difficile d’interpre´ter le processus de Wishart comme une extension de la
somme de carre´s d’Ornstein Uhlenbeck et d’interpre´ter le parame`tre β comme degre´ d’un
khi-deux. Dans cette e´tude, la dynamique du processus de Wishart est suppose´e de la forme :
dVt = βQ
>Q+MVt + VtM> +
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt.
3.3.1 Pre´sentation du mode`le
Nous conside´rons un mode`le de Heston en dimension 1 sur le taux court dont la dynamique
s’e´crit sous la forme suivante :
drt = λ(l − rt)dt+
√
Vt(ρdWt +
√
1− ρ2dBt)
dVt = κ(θ − Vt)dt+ 
√
VtdWt
d < W,B > = 0. (3.3)
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Le mode`le de Wishart permettant de reproduire le mode`le de Heston dans le cas ou`  6= 0
et ρ 6= 1 est spe´cifie´ comme suit :
rt = l − ρκθ
λ
+
ρ

Vt +
√
1− ρ2Xt
dVt = κ(θ − Vt)dt+ 
√
VtdWt
dXt = −λXtdt+ (κ− λ)ρ

√
1− ρ2Vtdt+
√
VtdBt. (3.4)
On se place dans le cadre ou` la courbe des taux est croissante. Partant d’un taux court
r0 = 2%, on conside`re une courbe des taux croissante de sorte que l = 4% avec une volatilite´
initiale sur le taux court de l’ordre de 1%. L’ensemble suivant de parame`tre prend en compte
cette configuration en ajoutant les notions de retour a` la moyenne et de volatilite´ pour le
taux court et sa volatilite´ :
λ = 0.1, l = 4%, r0 = 2%, κ = 8%, θ = 10
−4,  = 10−4, ρ = −0.2.(3.5)
Spe´cifiant le mode`le (3.4) de Wishart e´quivalent, on teste le comportement du mode`le. Tout
d’abord, on analyse la courbe de prix des ze´ro-coupon ainsi que la courbe des taux ge´ne´re´
par le mode`le.
Figure 3.1 – Courbe de prix de ze´ro-coupon ge´ne´re´e par le mode`le
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Figure 3.2 – Courbe de taux ge´ne´re´e par le mode`le
3.3.2 Smile de caplets et surface de volatilite´ a` la monnaie (ATM)
Les concepts de smile de caplets et de surface de volatilite´ a` la monnaie (ATM) qui sont les
informations principales de marche´ disponibles. Nous analysons les smiles de caplets et les
surfaces de volatilite´ de swaptions que le mode`le peut ge´ne´rer. Ces instruments permettent
de calibrer les mode`les utilise´s dans la couverture de produits exotiques.
Volatilite´ implicite
Les prix des options sur le marche´ de´pendent de certaines caracte´ristiques comme le prix
d’exercice (strike), la maturite´ et e´ventuellement le tenor sur le marche´ des taux d’inte´reˆt.
La volatilite´ implicite lognormale (ou Black) correspond a` la volatilite´ du sous-jacent qu’il
faut conside´rer pour retrouver le prix de l’option en supposant que ce dernier suit une
dynamique lognormale. La volatilite´ implicite de normale (ou Bachelier) correspond a` la
volatilite´ du sousjacent dans le cas d’une dynamique normale. Par conse´quent, dans le cas
d’une swaption, la volatilite´ implicite Bachelier suppose une dynamique normale du taux de
swap et la volatilite´ implicite Black suppose une dynamique lognormale du taux de swap.
La volatilite´ implicite normale est assez standard dans le monde des taux d’inte´reˆt dans la
mesure ou` son ordre de grandeur est plus intuitif. En effet, il est plus aise´ d’interpre´ter la
valeur de la volatilite´ d’un taux lorsque ce dernier est suit une dynamique normale. Pour
plus de lisibilite´, les volatilite´s implicites sont souvent exprime´es et repre´sente´es en points
de base (1BP = 10−4 = 0.01%).
La volatilite´ ATM correspond au niveau de volatilite´ implicite lorsque le prix de l’option est
e´gal au taux forward sous-jacent. Lorsque le prix d’exercice de l’option est diffe´rent du taux
forward sous-jacent, la volatilite´ de l’option est ge´ne´ralement diffe´rente de celle constate´e
ATM. Ce constat est appele´ ”effet smile” dont l’e´tude est un enjeu majeur de marche´. En
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effet, les mode`les cherchent a` capter au mieux ce phe´nome`ne afin de reproduire au mieux
les prix d’options vanilles pour l’ensemble des dates et des prix d’exercice.
Smile de caplets
Les me´thodes nume´riques permettent d’e´valuer les prix de caplets. Un caplet peut eˆtre vu
comme un cas particulier d’une swaption et la me´thode des moments permet de calculer les
prix de caplets de maturite´ T et de prix d’exercice K associe´ au Libor L(T, T + δ) fixe´ en
T pour la maturite´ T + δ. On de´finit un caplet T1 ∗ δ au prix d’exercice K comme l’option
d’achat de rentrer a` la maturite´ T1 sur un taux Libor L(T1, T1 + δ) au prix d’exercice K.
A` partir des prix de caplets, il est possible de conside´rer la volatilite´ implicite du sous-jacent
qui permet de re´cupe´rer le prix obtenu. La structure de la volatilite´ implicite en maturite´
et en strike fournit les smiles de caplets. Pour l’ensemble de parame`tre donne´ en 3.5, on
repre´sente un exemple de smiles en fonction du prix d’exercice pour diffe´rentes maturite´s.
Figure 3.3 – Smile de caplets sur le Libor 1 an pour diffe´rentes maturite´s (en BP)
Le niveau du smile de caplets est ge´ne´ralement une fonction de´croissante de la maturite´
de l’option. Les formes de smiles sont assez restreintes en dimension 1 mais il est tout de
meˆme possible d’atteindre des configurations assez varie´es.
Prix et volatilite´ implicite des swaptions
On pre´sente une e´tude rapide des prix de swaptions et de leur surface de volatilite´ implicite
ATM. On analyse tout d’abord l’influence de la maturite´ T et du tenor TN −T sur les prix
de swaptions. Il est standard et pertinent de conside´rer le prix ”renormalise´” de la swaption
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par le ”level” de la swaption qui est donne´ par :
Levelt(T, TN ) =
N∑
i=1
δBt(T, Ti).
En renormalisant le prix de swaption, il est plus commode d’interpre´ter l’impact des para-
me`tres de l’option. En effet, en conside´rant Level0(T, TN ) comme nume´raire ce qui revient
a` conside´rer le changement de probabilite´ suivant :
dQLV L
dQT
|t = B(t, T )
Levelt(T, TN )
N∑
i=1
e−
∫ Ti
T rsds,
il est possible d’exprimer le prix renormalise´ de la swaption sous la forme :
Sw(T, T0, TN , δ,K)
Level0(T, TN )
= EQLV L
[
(ST (T0, TN , δ)−K)+
]
Le prix renormalise´ est fonction du taux de swap forward qui est martingale sous la pro-
babilite´ QLV L, et on pourra plus facilement interpre´ter les applications nume´riques. On
observe que le prix renormalise´ d’une swaption est une fonction croissante de la maturite´
quelque soit le tenor. On peut d’ailleurs repre´senter l’e´volution du prix de swaptions en
fonction de la maturite´ pour plusieurs tenors :
Figure 3.4 – Prix de swaptions en fonction de la maturite´ pour plusieurs tenor
Ce re´sultat n’est pas force´ment e´vident a` interpre´ter puisque le taux de swap augmente aussi
avec la maturite´. Cependant, on sait que le prix d’une option permettant de rentrer dans
un swap fixe est une fonction croissante de la maturite´ e´tant donne´ le risque de volatilite´
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augmentant dans le temps. Le mode`le fournit des prix de ces options qui ve´rifient cette
proprie´te´ (voir Figure 3.5).
Figure 3.5 – Prix d’une option sur un swap fixe en fonction de la maturite´
On regarde maintenant l’influence du tenor sur le prix des swaptions. Pour plusieurs ma-
turite´s, on a calcule´ le prix de swaptions renormalise´ par le level en fonction du tenor
pour plusieurs maturite´s. On constate le comportement classique d’un prix de swaption
de´croissant du tenor.
Figure 3.6 – Prix de swaptions en fonction du tenor pour plusieurs maturite´s
Enfin, on ge´ne`re la surface de volatilite´ ATM associe´e aux prix de swaptions pour diffe´rentes
maturite´s et diffe´rents tenors. Cette configuration est assez standard sur les marche´s avec
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une forte de´croissance en tenor et une de´croissance moindre en maturite´.
Figure 3.7 – Surface de volatilite´ implicite de swaption ATM en fonction de la maturite´
et le tenor (en BP)
On propose une e´tude tre`s qualitative des impacts des parame`tres sur les surfaces de vo-
latilite´ et les smiles de caplets. Cela sera assez utile pour un trader qui souhaite trouver
un ensemble de parame`tres permettant d’obtenir des prix de marche´ vraisemblables. Cette
analyse de l’impact des parame`tres sur les surfaces de volatilite´ de swaptions et sur le smile
de caplets est bien e´videmment assez pauvre et il faudra effectuer des tests plus pousse´s
avant d’utiliser le mode`le.
3.3.3 Influence des parame`tres du mode`le
Nous nous inte´ressons aux effets d’un mouvement des parame`tres sur les smiles de caplets
et sur les surfaces de volatilite´. Quelques phe´nome`nes sont inte´ressants a` relever permettant
de comprendre l’influence des parame`tres. Pour cela, nous conside´rons une courbe initiale
des taux croissante ainsi qu’un processus de variance peu explosif en supposant V∞ ∼ V0.
D’autres configurations pourraient e´videmment eˆtre e´tudie´es de manie`re similaire.
En dehors de la corre´lation ρ qui controˆle la pente du smile de caplets en fonction du prix
d’exercice (skew), on teste l’influence d’un mouvement des parame`tres sur la surface de
volatilite´ des swaption a` la monnaie. On fixe une valeur initiale raisonnable des parame`tres,
on conside`re un choc additif de 10% d’un des parame`tres. On regarde l’e´cart qu’il existe
entre la surface de volatilite´ de´forme´e avec la surface de volatilite´ initiale. On parlera d’une
influence positive si l’augmentation de la valeur du parame`tre entraˆıne une monte´e du
niveau de volatilite´ implicite et d’une influence ne´gative si elle engendre une baisse du
niveau de volatilite´ implicite.
103
Chapitre 3. Mode`le de Wishart pour les taux d’inte´reˆt
Influence du parame`tre ρ
On peut par exemple regarder l’influence du parame`tre ρ sur les prix de caplets afin de
voir si le mode`le a le comportement attendu. Le smile de caplets est fortement influence´
par le parame`tre de corre´lation ρ et en particulier que le signe de la pente est controˆle´ par
le signe de ρ.
Figure 3.8 – Influence de ρ sur le smile de caplets (T = 10Y, U = 11Y )
La corre´lation ρ influence aussi le niveau global de la surface de volatilite´ implicite ATM
mais n’a pas d’impact localise´ en fonction de la maturite´ ou du tenor de la swaption comme
les autres parame`tres du mode`le.
Figure 3.9 – Influence de ρ sur la surface de volatilite´ ATM (en BP)
Comme le pre´voyait le mode`le de Heston, le parame`tre ρ pilote le signe du skew de smile
de caplets et a une influence globale sur le niveau de la surface de volatilite´ des swaptions
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ATM.
Remarque 3.1. La corre´lation ρ est souvent suppose´e strictement ne´gative puisqu’on ob-
serve que lorsque les taux augmentent, leur volatilite´ diminue et inversement. Ainsi, on
observe ge´ne´ralement un smile de caplets de´croissant en strike. Plus la corre´lation est pe-
tite en valeur absolue, plus le smile de caplets est convexe.
Influence du parame`tre λ
Le parame`tre λ est le parame`tre de vitesse de convergence de la moyenne du taux court
vers sa valeur a` l’infini. Plus le parame`tre λ est grand, plus l’effet de retour a` la moyenne
est intense ce qui fait que la moyenne du taux court converge rapidement vers sa valeur a`
l’infini l. On observe la de´formation de la surface de volatilite´ re´sultant d’une augmentation
du parame`tre λ.
Figure 3.10 – Influence de λ sur la surface de volatilite´ ATM (en BP)
Ce parame`tre a une ”influence ne´gative” assez faible qui augmente a` mesure que les tenors
augmentent. L’influence de ce parame`tre de´pend tre`s peu de la maturite´ de la swaption.
Influence du parame`tre θ
Le parame`tre θ correspond au niveau moyen de la volatilite´ a` l’infini. Plus le parame`tre θ
augmente, plus le niveau long terme de la volatilite´ va eˆtre important. Lorsque le parame`tre
θ est de l’ordre de V0, la volatilite´ est contrainte a` rester assez proche de son niveau initial.
Le parame`tre θ a une ”influence positive” importante sur la surface de volatilite´ localise´e
sur les grandes maturite´s. Ce comportement est assez intuitif puisque ce parame`tre joue
sur le niveau long terme de la volatilite´.
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Figure 3.11 – Influence de θ sur la surface de volatilite´ ATM (en BP)
Influence du parame`tre κ
Le parame`tre κ est le parame`tre de vitesse de convergence de la moyenne de la volati-
lite´ vers sa valeur a` l’infini. Plus le parame`tre κ est grand, plus on se rapproche du cas
ou` la moyenne de la volatilite´ converge rapidement vers θ. Les roˆles de κ et de θ sont
donc e´troitement lie´s. On observe la de´formation de la surface de volatilite´ re´sultant d’une
augmentation du parame`tre κ.
Figure 3.12 – Influence de κ sur la surface de volatilite´ ATM (en BP)
Le parame`tre κ a une ”influence ne´gative”qui s’intensifie a` mesure que la maturite´ augmente.
Alors que le parame`tre λ de vitesse de retour a` la moyenne du taux a un impact important
pour les grands tenors, le parame`tre κ a lui un impact sur les options de grandes maturite´s.
Ainsi, on observe des roˆles assez dissyme´triques des parame`tres pilotant la dynamique du
taux par rapport a` ceux controˆlant la dynamique de la volatilite´.
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Influence du parame`tre 
Le parame`tre  est le parame`tre de volatilite´ de la volatilite´ du taux court. Un parame`tre
 autorise cette volatilite´ a` varier plus ou moins brutalement autour de la valeur θ.
Figure 3.13 – Influence de  sur la surface de volatilite´ ATM (en BP)
Le parame`tre  de volatilite´ de la volatilite´ a une ”influence positive”. On remarque que
l’influence est importante pour les petites maturite´s et/ou les petits tenors. Cette influence
est assez spe´ciale dans la mesure ou` c’est le seul parame`tre qui joue a` la fois sur les petits
tenors et les petites maturite´s. Ainsi, pour des temps petits, ce parame`tre a une influence
importante puisque les dynamiques des processus n’ont pas encore atteint leur re´gime long
terme.
Bilan sur l’influence des parame`tres
Cette e´tude re´ve`le une influence varie´e des parame`tres sur la matrice de volatilite´ : l’aug-
mentation de certains parame`tres peut soit faire baisser le niveau de volatilite´ soit l’aug-
menter. Nous remarquons que les parame`tres de vitesse de retour a` la moyenne (λ et κ)
ont un impact ne´gatif sur le niveau de la surface de volatilite´ ATM alors que les autres ont
un impact positif.
De plus, nous constatons que l’impact n’est pas uniforme et que chaque parame`tre a une
influence localise´e sur la surface de volatilite´. Les parame`tres ont des influences varie´es et
nous pouvons essayer d’adapter les parame`tres de manie`re a` ajuster la surface de volatilite´
sur l’ensemble des maturite´s et tenors. D’ailleurs, nous observons des comportements assez
diffe´rents des parame`tres de la dynamique du taux par rapport a` ceux de la dynamique de
la volatilite´.
107
Chapitre 3. Mode`le de Wishart pour les taux d’inte´reˆt
3.3.4 E´tude d’un mode`le Wishart en dimension 2
Pour information, nous de´crivons le mode`le e´quivalent a` un mode`le de Heston a` deux
facteurs. La mode´lisation classique du mode`le de Heston s’e´crit :
drt = λ(l − rt)dt+
√
V 1t (ρ1dWt +
√
1− ρ21dBt) +
√
V 2t (ρ2dWt +
√
1− ρ22dBt)
dV 1t = κ1(θ1 − Vt)dt+ 1
√
VtdWt
dV 2t = κ2(θ2 − Vt)dt+ 2
√
VtdWt
d < W,B > = 0.
Le mode`le de Wishart peut de´ge´ne´rer en un mode`le de Heston de dimension 2. La spe´cifi-
cation du mode`le peut s’e´crire de la manie`re suivante :
dXt = P (ℵ −Xt)dt+
 Tr(Π1Vt)...
Tr(ΠpVt)
 dt+R√diag(αi + Tr(ΣiVt) : 1 ≤ i ≤ h)d−→Z t
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt
rt = α+ Tr[ΣVt] + δ
>Xt,
avec
P =
(
λ 0
0 λ
)
, Π1 =
(
ρ1
1
(λ− κ1) 0
0 0
)
, Π2 =
(
0 0
0 ρ22 (λ− κ2)
)
, ℵ =
(
0
0
)
,
Σ1 =
(
1 0
0 0
)
, Σ2 =
(
0 0
0 1
)
, α1 = α2 = 0,
Q =
(
1
2 0
0 22
)
, M =
(
−κ1 0
0 −κ2
)
, β =
4κ11
21
=
4κ22
22
,
α = l − ρ1κ1θ1
λ1
− ρ2κ2θ2
λ2
, Σ =
(
ρ1
1
0
0 ρ22
)
δ1 =
√
1− ρ21, δ2 =
√
1− ρ22.
Remarque 3.2. La contrainte sur le parame`tre β du processus de Wishart se traduit par
une contrainte sur les parame`tres du mode`le de Heston. Il sera pre´fe´rable d’utiliser une
forme ge´ne´rale pour la matrice Ω>Ω de manie`re a` conserver une flexibilite´ sur la volatilite´
a` l’infini.
Ainsi, le mode`le de Wishart peut ge´ne´raliser les mode`les de Heston multidimensionnel.
Nous avons vu au chapitre 2 que le mode`le de Wishart dans le monde des actions e´tait plus
flexible que le mode`le de Heston avec un degre´ de liberte´ sur la corre´lation stochastique.
Cette flexibilite´ pourra eˆtre utile pour capter certains phe´nome`nes comme par exemple les
formes de smiles de caplets, les formes de surfaces de volatilite´ de swaptions et la dynamique
du skew.
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N’ayant pas encore mis en place une proce´dure de calibration de ce mode`le affine sur les
prix des options vanilles, nous avons teste´ le mode`le avec un ensemble vraisemblable de
parame`tres. En vue d’une proce´dure de calibration efficace, il faudra trouver des formules
d’approximation de smile de caplets et de surface de volatilite´.
3.4 Proprie´te´s intrinse`ques du mode`le de Wishart
Dans cette partie, nous comparons le mode`le de Wishart a` un mode`le affine standard.
La structure de volatilite´ du mode`le de Wishart e´tant quadratique, nous introduisons une
projection du mode`le sur l’ensemble des mode`les affines.
De plus, nous e´tudions une spe´cification du mode`le permettant de capter la corre´lation du
taux court avec sa volatilite´ qui controˆle la dynamique du skew des options sur taux court.
Avec une telle spe´cification, il est possible le risque du skew d’options sur taux court qui
est conside´re´ comme un risque exotique.
3.4.1 Comparaison mode`le Wishart/ mode`le affine (Da¨ı-Singleton)
Le mode`le de Wishart peut eˆtre spe´cifie´ comme un mode`le affine de type Da¨ı & Singleton
du fait de la pre´sence du processus de Wishart qui confe`re aussi un aspect quadratique au
mode`le. Les mode`les affines de type Da¨ı-Singleton (DS) s’e´crivent sous la forme suivante :

dYt = (u− v>Yt)dt+ Σ
√
StdWt
(St)
ii = αi +
∑n
k=1 βkiY
k
t , (St)
ij = 0 pour i 6= j
rt = δ0 + δ
>
1 Yt.
Pour faire le lien entre le mode`le de Wishart et les mode`les de DS, il faut de´crire l’ensemble
des facteurs du mode`le de Wishart : ce dernier contient n2+h facteurs et il faut les ordonner
afin de les nume´roter.
L’ensemble des facteurs peut eˆtre de´crit sous la forme d’un vecteur Yt de taille n
2 +h donne´
par :
Yt =
(
Xt
V˜t
)
, avec V˜t =
(
V 11t , . . . ,Π
1n
i , . . . ,Π
n1
i , . . . ,Π
nn
i
)
.
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Correspondance des structures Wishart et affines
Un petit calcul rapide fournit un lien explicite en ce qui concerne le drift. La correspon-
dance est donne´e par :
u =
(
h l Pℵ
n2 l ˜βQ>Q
)
, C =
 M
11In . . . M
1nIn
...
...
Mn1In . . . M
nnIn
 , v> = (
h←→ n2←→
h l −P Π
n2 l 0 C
)
,
Π =
 Π1...
Πh
 ou` Πi = (Π11i , . . . ,Πn1i , . . . ,Π1ni , . . . ,Πnni ) .
En ce qui concerne la volatilite´, il existe des diffe´rences entre la structure affine et la struc-
ture Wishart.
En effet, on peut e´crire :
ΣWishart =
( h←→ n2←→
h l R√D0 0
n2 l 0 A
)
, ΣDS = Σ
√
S,
avec A, qui correspond a` la projection de
√
VtWtQ+Q
>W>t
√
Vt sur l’ensemble des facteurs.
Cette matrice de taille n2 × n2 a une forme complique´e (de taille n2 × n2) dont on de´crira
juste quelques lignes pour information :
A =

i = 1
j = 1
−→ 2Q11√Vt11 . . . 2Q11
√
Vt
1n | 2Q21√Vt11 . . . 2Q21
√
Vt
1n | . . .
i = 1
j = 2
−→ Q12√Vt11 +Q11
√
Vt
12 . . . Q12
√
Vt
1n +Q11
√
Vt
n2 | Q22√Vt11 +Q21
√
Vt
12 . . . Q22
√
Vt
1n +Q21
√
Vt
n2 | . . .
.
.
. |
.
.
. | . . .
i = 2
j = 1
−→ Q11√Vt21 +Q12
√
Vt
11 . . . Q11
√
Vt
2n +Q12
√
Vt
n1 | Q21√Vt21 +Q22
√
Vt
11 . . . Q21
√
Vt
2n +Q22
√
Vt
1n | . . .
.
.
. |
.
.
. | . . .

On peut e´crire les matrices du mode`le Da¨ı-Singleton sous la forme :
ΣDS =
( h←→ n2←→
h l ΣDS1 0
n2 l 0 ΣDS2
)
, St =
( h←→ n2←→
h l (S1)t 0
n2 l 0 (S2)t
)
.
Pour la partie affine, la re´solution ne pose aucun proble`me, elle est donne´e par R
√
D0 =
ΣDS1
√
(S1)t ce qui s’e´crit aussi Σ
DS
1 = R et (S1)t = D0.
En revanche, en ce qui concerne la partie Wishart, il n’est pas possible d’e´crire A =
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ΣDS2
√
(S2)t. Nous proposons par conse´quent une sorte de projection de notre composante
Wishart sur l’espace des mode`les affines, c’est a` dire de trouver les ΣDS2 et (S2)t optimaux
qui approchent au mieux la matrice A.
En effet, la projection est caracte´rise´e par la relation suivante :
||rWishartt − rDSt ||22 = E
[(∫ T
0
(ΣDS
√
St − ΣWishart)dWt
)>(∫ T
0
(ΣDS
√
St − ΣWishart)dWt
)]
= E
(∫ T
0
||ΣDS2
√
(S2)t −A||22
)
.
Proposition de projection du mode`le de Wishart dans un cadre affine
Il n’apparaˆıt pas e´vident de trouver les matrices (S2)t (devant eˆtre diagonale) et Σ
DS
2
optimales. En revanche, on peut remarquer que si Vt restait diagonale dans le temps (ce
qui n’est pas possible dans une structure Wishart meˆme si M et Q sont diagonales), les
matrices ΣDS2 et (S2)t optimales seraient facilement identifiables. Un choix naturel est alors
de conside´rer deux matrices de sorte a` annuler tous les termes de la matrice A faisant appa-
raˆıtre les composantes diagonales de Vt correspondant a` l’ensemble des V
ii
t . Par conse´quent,
A− ΣDS2
√
(S2)t ne de´pendrait que des V
ij
t avec i 6= j.
Il est facile de voir que le bon choix se rame`ne aux matrices suivantes :
(ΣDS2 )
in+j,ln+k = 1{k=i}Qlj + 1{k=j}Qli
(S2)
in+j,in+j
t = V
jj
t , (S2)
in+j,kn+l
t = 0 si k 6= i ou l 6= j
En effet, ces deux matrices fournissent une projection du Wishart sur l’espace affine associe´
permettant de ne conside´rer uniquement les composantes diagonales de Vt. Cette projection
a d’autant plus de sens dans le cas ou` les composantes non diagonales de V ijt sont petites.
3.4.2 Spe´cification d’un mode`le qui controˆle la dynamique du skew
La dynamique du skew est souvent conside´re´e comme un risque exotique et le skew
pourrait devenir un risque vanille qu’il peut eˆtre possible de couvrir. En effet, ce mode`le
permet de controˆler le skew par les facteurs du mode`le. La pre´sence du facteur Xt sera
justifie´e dans la dynamique du taux court.
E´tude du mode`le pour des options sur taux court
La volatilite´ du taux court s’exprime en fonction des composantes de la matrice de Wi-
shart. On exhibe un mode`le (en dimension n = 2) dans lequel le skew peut eˆtre controˆle´
par une composante de la matrice de Wishart Vt n’apparaissant pas dans l’expression de
la volatilite´. On traite dans un premier temps le cas d’une option sur taux court rt. En
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conside´rant la formule de Bachelier ainsi qu’une volatilite´ implicite normale, la volatilite´
du taux court peut eˆtre vue comme l’autocorre´lation du taux court d < r >t et le skew
peut eˆtre repre´sente´ (a` un facteur de renormalisation pre`s) comme la corre´lation entre le
taux court et sa variance d < r, V ol2 >t. Un petit calcul matriciel pre´liminaire donne les
formules utiles suivantes :
d < Tr(AdWB) >t= Tr(BAA
>B>)dt, (3.6)
d < Tr(AdWB), T r(CdWD) >t= Tr(DCA
>B>)dt. (3.7)
On pose ak =
∑p
i=1 δ
iRik. En utilisant les formules (3.7) et (3.7), on peut calculer l’auto-
corre´lation du taux court ainsi que la corre´lation entre le taux court et sa volatilite´ :
d < r >t= [2Tr(ΣQ
>QΣVt) +
h∑
k=1
(αk + Tr(ΣkVt))a
2
k]dt,
d < r, V ij >t= [(VtΣQ
>Q)ij + (VtΣQ>Q)ji]dt.
On se concentre sur la quantite´ d < r, V ol2 >t ou` V olt repre´sente la volatilite´ du taux court
a` l’instant t. Le cadre affine permet d’e´crire V ol2t comme combinaison line´aire de tous les
facteurs :
V ol2t = a1(t)V
11
t + a2(t)V
22
t + a3(t)V
12
t .
Ainsi, on de´duit l’expression du skew (a` un coefficient multiplicateur pre`s) :
Skew ∼ d < r, V ol2 >t= [b1(t)V 11t + b2(t)V 22t + b3(t)V 12t ]dt,
dont les coefficients sont donne´s par les e´quations suivantes :
b1(t) = 2(ΣQ
>Q)11a1(t) + 2(ΣQ>Q)12a3(t),
b2(t) = 2(ΣQ
>Q)22a2(t) + 2(ΣQ>Q)21a3(t),
b3(t) = 2(ΣQ
>Q)21a1(t) + 2(ΣQ>Q)12a2(t) + [(ΣQ>Q)22 + (ΣQ>Q)11]a3(t).
Ainsi, nous remarquons que n’importe quelle composante de la volatilite´ fournit a priori
une composante sur le skew en V 12t . Cela nous ame`ne a` penser que s’il existe un mode`le
dans lequel le skew est porte´ par un seul facteur, ce facteur serait V 12t .
En e´tudiant l’ensemble des cas possibles, on se rend compte que dans le cadre ge´ne´ral avec
Q quelconque et Σ quelconque, nous ne pouvons pas trouver un tel mode`le. En revanche,
il existe un mode`le particulier dans lequel le skew est porte´ par cette seule composante
V 12t tandis que la volatilite´ est porte´e par les deux autres composantes V
11
t et V
22
t . La
spe´cification des parame`tres du mode`le est la suivante :
QQ> =
(
a 0
0 b
)
, Σ =
(
0 γ
γ 0
)
.
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La restriction a` une matrice Q diagonale n’est pas vraiment une restriction a` condition
de conside´rer une matrice pleine M : un changement de base permet de diagonaliser la
matrice Q sans perdre de ge´ne´ralite´. On pourrait se poser la question de savoir si le facteur
Xt apparaissant dans la dynamique de rt est vraiment ne´cessaire. En fait, le facteur Xt
permet de jouer sur la volatilite´ du taux court sans avoir d’influence re´elle sur le skew.
En effet, dans ce mode`le spe´cifie´ ou` le skew est porte´ par le facteur V 12t , on peut calculer
Tr(ΣVt) = 2γV
12
t . Si le facteur Xt n’e´tait pas pre´sent, le niveau du taux court rt = α +
Tr(ΣVt) serait proportionnel au skew ce qui fournirait un mode`le irre´aliste et incompatible
avec le marche´. Ainsi, la pre´sence du facteur Xt est fondamentale dans ce cadre en apportant
la flexibilite´ ne´cessaire au mode`le. La forme de Xt se justifie par le fait qu’on veut conserver
une forme affine en donnant la forme la plus ge´ne´rale possible quitte a` restreindre le mode`le
plus tard.
E´tude du mode`le pour des options sur taux court forward
Connaissant le prix du ze´ro-coupon par l’expression (3.1) , on exprime le taux court forward
en utilisant la relation :
f(t, T ) = −∂T lnB(t, T ).
En utilisant les e´quation de Riccati et le fait que la structure soit homoge`ne A(t, T ) =
A(t− T ), on obtient :
f(t, T ) = Tr[(θ(t)−A(t, T )M −M>A(t, T )− 2A(t, T )Q>QA(t, T ))Vt]
+[δ(t) + P>H(t, T )]Xt − βTr(Q>QA(t, T ))−H>(t, T )Pℵ
−1
2
Tr[D1R
>H(t, T )H>(t, T )R] + α(t)
= Tr[a(t, T )Vt] + b(t, T )Xt + c(t, T ).
Ainsi, en notant bk =
∑p
i=1 bi(t, T )R
ik, les expressions recherche´es s’e´crivent sous la forme :
d < f(., T ) >t= [2Tr(a(t, T )Q
>Qa(t, T )>Vt) +
h∑
k=1
(αk + Tr(ΣkVt))b
2
k]dt,
d < f(., T ), V ij >t= [(Vta(t, T )Q
>Q)ij + (Vta(t, T )Q>Q)ji]dt.
Les expression obtenues ont la meˆme forme celles obtenues pour le taux court. Par conse´-
quent, la condition pour obtenir un mode`le dont le skew est repre´sente´ par un seul facteur
peut s’e´crire de la manie`re suivante :
QQ> =
(
a 0
0 b
)
, a(t, T ) =
(
0 γ(t, T )
γ(t, T ) 0
)
.
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Il faut trouver les conditions pour avoir a(t, T ) antidiagonale. Le fait d’avoir une matrice
Σ antidiagonale ne suffit pas et il faut ajouter des conditions sur d’autres parame`tres du
mode`le. Une condition suffisante est que les matrices Σ, Σj , Πj soient antidiagonales et
que la matrice M soit diagonale. En effet, la calcul de a(t, T ) est donne´ par l’e´quation de
Riccati suivante :
a(t, T ) = Σ−
p∑
j=1
H(t, T )j1Πj − 1
2
 h∑
j=1
(R>H(t, T )H>(t, T )R)jjΣj

−
(
A(t, T )M +M>A(t, T ) + 2A(t, T )Q>QA(t, T )
)
.
Ainsi, il est possible d’assurer l’antidiagonalite´ de a(t, T ) et donc de A(t, T ) avec certaines
conditions sur les parame`tres. Par conse´quent, on peut a` nouveau spe´cifier un mode`le dans
lequel le skew d’une option sur taux court forward sera dirige´ par le facteur V 12t .
Ce mode`le affine permet d’avoir une bonne ide´e de l’impact des facteurs et d’avoir une
structure de volatilite´ assez riche. Il est possible de spe´cifier le mode`le afin de controˆler la
dynamique du skew. Nous allons a` pre´sent de´crire l’e´valuation des caplets et des swaptions
qui sont indispensables pour la calibration du mode`le.
E´tude du mode`le pour lequel le skew est un risque ”hedgeable”
Nous proposons un mode`le particulier tre`s simple avec n = 2 et p = h = 1 dans lequel le
skew pour une option sur taux court serait dirige´ par le facteur V 12t alors que la volatilite´
du taux court sera dirige´ par les facteurs V 11t et V
22
t .
dXt = λ(ℵ −Xt)dt+ Tr(ΠVt)dt+
√
α1 + Tr(Σ1Vt)dBt
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt
rt = l + ρV
12
t +
√
1− ρ2Xt,
avec les restrictions d’avoir Q diagonale et Σ antidiagonale syme´trique :
Q =
(
Q11 0
0 Q22
)
, Σ =
(
0 ρ2
ρ
2 0
)
.
Si on veut conserver un mode`le dans lequel le taux court a` une composante de retour a` la
moyenne, il faut imposer certaines restrictions sur les parame`tres de la dynamique de Xt.
Ces contraintes sont donne´es par :
Π = − ρ
2
√
1−ρ2
(
2m12 λ+m11 +m22
λ+m11 +m22 2m21
)
, Σ1 =
(
(Qjj)2 0
0 (Qii)2
)
, α1 = 0.
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Un mode`le e´quivalent sur le taux court avec retour a` la moyenne peut s’e´crire sous la forme
suivante : 
drt = λ(l − rt)dt+
√
(Q22)2V 11t + (Q
11)2V 22t dBt
dVt = (βQ
>Q+MVt + VtM>)dt+
√
VtdWtQ+Q
>dW>t
√
Vt
< rt, V
12
t >= ρ.
(3.8)
Dans ce mode`le, la variance instantane´e du taux court < rt > ne de´pend que des facteurs
V 11t et V
22
t alors que la covariance entre le taux court et sa variance < rt, (Q
22)2V 11t +
(Q11)2V 22t >t ne de´pend que du facteur V
12
t . On conside`re la configuration suivante de
parame`tres permettant de retrouver le mode`le (3.8) :
P = 0.1, Π1 =
(
0 −0.000502
−0.000502 0
)
, ℵ = 0, Σ1 =
(
0.0001 0
0 0.0001
)
, α1 = 0,
Q =
(
0.01 0
0 0.01
)
, M =
(
−0.1 0
0 −0.1
)
, β = 20,
α = l = 0.04, Σ =
(
0 −0.05
−0.05 0
)
, δ1 = 0.995.
L’augmentation du nombre de facteurs apporte une certaine flexibilite´ sur le smile de caplets
et les surfaces de volatilite´ avec des formes plus varie´es. Les smiles ge´ne´re´s ont des formes
assez riches et on peut ge´ne´rer par exemple des formes convexes prononce´es comme le
montre le graphique suivant :
Figure 3.14 – Smile de caplets (T = 10Y, U = 11Y )
Concernant la surface de volatilite´, elles sont aussi plus riches et il est d’ailleurs possible
d’accentuer l’effet maturite´ avec des courbes qui s’e´crasent rapidement lorsque la maturite´
augmente.
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Figure 3.15 – Surface de volatilite´ ATM de prix de swaptions
Afin de faire une e´tude comple`te l’influence des diffe´rents parame`tres du mode`le, il faut
analyser le controˆle de la dynamique du skew d’options sur taux court a` l’aide du facteur
V 12t .
3.5 E´tude du smile asymptotique
Dans cette partie, nous abordons les me´thodes d’approximation de smile dans le cas ou`
la maturite´ de l’option est petite devant l’e´chelle d’e´volution de la volatilite´. Il existe de
nombreuses me´thodes dans le monde des actions (voir Chapitre 2) mais il est plus difficile
de mettre en place ces me´thodes dans le monde des taux. Nous allons de´crire des me´thodes
existantes et nous allons pre´senter la me´thode des perturbations re´gulie`res adapte´e au cadre
du monde des taux d’inte´reˆt.
3.5.1 Me´thode d’approximation de smile en temps petit
Dans le monde des actions, il existe de nombreuses me´thodes permettant d’obtenir des
approximations de smiles. En particulier, il existe une me´thode qui s’inspire des me´thodes
d’approximation en temps court introduites par V. Durrleman [11]. Cette me´thode consiste
a` faire un de´veloppement de Taylor de la volatilite´ implicite en petites maturite´s et autour
de la monnaie. En effet, en conside´rant la volatilite´ implicite Σt(T,K) associe´ a` un sous-
jacent St, on peut e´crire un de´veloppement de la volatilite´ implicite sous la forme :
Σt(T,K) ∼ Σt(t, St) + (T − t)Σ′T (t, St) +
K − St
St
Σ
′
K(t, St) +
1
2
(
K − St
St
)
Σ
′′
KK(t, St)
Cette me´thode d’approximation en temps petit n’est pas directement applicable au mode`le
des taux avec une de´pendance temporelle plus complexe. En effet, un sous-jacent Ft(T )
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dans le monde des taux peut eˆtre martingale sous une probabilite´ forward neutre QT de la
manie`re suivante :
dFt(T )
Ft(T )
= −→σ (t, T )>d−→Y QTt
d−→σ (t, T ) = −→a1,t(T )dt+ =⇒a2,t(T )d−→Y QTt +
=⇒
a3,t(T )d
−→
Z QTt . (3.9)
La dynamique du sous-jacent Ft(T ) de´pend fortement de la maturite´ T ce qui complique les
me´thodes d’approximation en temps petits. En effet, le fait de conside´rer que la maturite´
de l’option tend vers 0 modifie la dynamique du sous-jacent. Cependant, D. Nicolay a
e´tabli dans sa the`se [20] des formules en petites maturite´s et a` la monnaie pour le skew, la
convexite´ et de la pente sur une option dont le sous-jacent a la dynamique (3.9). A` partir
de ces notions, il est possible de de´duire une approximation de la volatilite´ implicite en
utilisant un de´veloppement de smile en strike et maturite´s.
Remarque 3.3. L’e´tude de D. Nicolay re´ve`le que la de´pendance temporelle du sous-jacent
Ft(T ) a un impact uniquement sur la pente Σ
′
θ avec des termes correctifs additionnels.
Il est possible d’appliquer ces travaux au mode`le de Wishart afin d’obtenir des formules
d’approximation de smile de caplets en courte maturite´s.
3.5.2 Me´thode de perturbations re´gulie`res
La me´thode des perturbations re´gulie`res introduites en finance par J.P. Fouque et al.
[12, 13, 14] permet d’obtenir des approximations de prix d’options dans le monde des ac-
tions. Dans le chapitre 2, nous avons e´tudie´ l’adaptation de ces me´thodes au cadre d’un
mode`le affine et nous avons constate´ que la me´thode consistant a` perturber la transforme´e
de Fourier du sous-jacent e´tait efficace. Nous allons de´crire la me´thode des perturbations
re´gulie`res applique´es aux mode`les affines dans le monde des taux d’inte´reˆt avec un de´ve-
loppement spe´cifique au mode`le de Wishart de´crit dans ce chapitre. La structure des taux
d’inte´reˆt est plus complexe et il faut faire une approximation simultane´e du prix des ze´ro-
coupon et des prix d’options.
La me´thode des perturbations re´gulie`res a l’avantage de ne pas conside´rer une maturite´
d’option qui tend vers 0 mais plutoˆt une maturite´ petite par rapport a` l’e´chelle d’e´volu-
tion de la volatilite´. En effet, les options sur taux ont ge´ne´ralement des maturite´s plutoˆt
longues et il apparaˆıt inte´ressant de supposer plutoˆt que la maturite´ de l’option est petite
par rapport aux temps caracte´ristiques d’e´volution de la volatilite´. Ainsi, l’ide´e est donc de
perturber la dynamique de la volatilite´ de sorte que la maturite´ soit petite par rapport aux
temps caracte´ristiques d’e´volution de la volatilite´.
La me´thode de perturbation singulie`re est une perturbation ”cohe´rente” des parame`tres de
la volatilite´ de sorte que la loi stationnaire du processus de volatilite´ soit non de´ge´ne´re´e.
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Dans ce mode`le, le processus de Wishart pilote la volatilite´ du taux court rt et l’ide´e est
donc de perturber les parame`tres de la dynamique de Vt. Dans le chapitre 2, nous avons
prouve´ que la perturbation de la matrice M entraˆıne une contrainte sur la matrice Q de la
forme :
M = εM˜ Q =
√
εQ˜
M˜ =
 −m1 0 00 . . . 0
0 0 −mn
 Q˜ =
 q11 . . . q1n... . . . ...
qn1 . . . qnn
 .
Nous conside´rons dans la suite que les parame`tres M et Q sont perturbe´s de cette manie`re.
De´veloppement du prix des ze´ro-coupon
Ayant suppose´ la perturbation des parame`tres M et Q du processus de Wishart, nous
allons chercher a` e´tablir une approximation du prix des ze´ro-coupon. Nous rappelons l’ex-
pression du prix des ze´ro-coupon qui est donne´e par :
B(t, T ) = exp
(
Tr[A(t, T )Vt] +H
>(t, T )Xt + C(t, T )
)
,
avec les fonctions A, H et C ve´rifiant :
∂tA(t, T ) +A(t, T )M +M
>A(t, T ) + 2A(t, T )Q>QA(t, T )
+
(∑p
j=1H(t, T )
j1Πj
)
+ 12
(∑h
j=1(R
>H(t, T )H>(t, T )R)jjΣj
)
= Σ
A(T, T ) = 0.
H(t, T ) = (P>)−1
{
exp[−P>(T − t)]− Ip
}
δ
H(T, T ) = 0.
∂tC(t, T ) + βTr[Q
>QA(t, T )] +H>(t, T )Pℵ
+12Tr[D0R
>H(t, T )H>(t, T )R] = α
C(T, T ) = 0.
La fonction H posse`de une forme explicite, alors que les fonctions A et C ve´rifient un
syste`me de Riccati. L’ide´e est de chercher un de´veloppement des fonctions A et C. La
structure des e´quations de Riccati sugge`re de conside´rer un de´veloppement sous la forme :
A(t, T ) =
+∞∑
i=0
iAi(t, T ), C(t, T ) =
+∞∑
i=0
iCi(t, T ).
Ainsi, en injectant les parame`tres perturbe´s M et Q dans ces e´quations de Riccati, il est
possible de de´duire un de´veloppement des fonctions de Riccati A et C ce qui fournit un
de´veloppement du prix des ze´ro-coupon. Un de´veloppement a` l’ordre  de ces fonctions est
fait a` l’annexe B.
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De´veloppement du prix de caplet
On suppose connu le de´veloppement des fonctions A et C. On rappelle que l’expression
(3.2) du prix de caplet de maturite´ T sur un taux L(T, T + ν) est donne´ par :
Ψ(γ, t, T, ν) = EQT+ν0 [exp {γ log(1 + νLt(T, T + ν))}]
=
exp {γ(C(t, T )− C(t, T + ν))}
Φ(0, t, T + ν, γ(A(t, T )−A(t, T + ν)), γ(H(t, T )−H(t, T + ν)), V0, X0).
Ainsi, un de´veloppement de la transforme´e des facteurs Φ permet d’obtenir un de´veloppe-
ment du prix de caplet. La transforme´e des facteurs Φ s’exprime sous la forme :
Φ(t, T, U,Γ,Λ, Vt, Xt) = exp
(
Tr[D(t, T, U,Γ,Λ)Vt] + [J(t, T, U,Γ,Λ)]
>Xt + Z(t, T, U,Γ,Λ)
)
,
ou` les fonctions D, J et Z ve´rifient le syste`me :
∂tD +D[M
′
(t, U)] + [M
′
(t, U)]>D + 2D[Q>Q]D
+
(∑h
j=1[(R
>H(t, U)JR)jj + 12(R
>JJ>R)jj ]Σj
)
+
(∑p
j=1 J(t, T, U,Γ,Λ)
j1Πj
)
= 0
D(T, T, U,Γ,Λ) = Γ.
J(t, T, U,Γ,Λ) = exp[−P>(T − t)]Λ
J(T, T, U,Γ,Λ) = Λ.
∂tZ(t, T ) + βTr[Q
>QD] + J>Pℵ+ Tr[D0
{
1
2R
>JJ>R+R>H(t, U)J>R
}
] = 0
Z(T, T, U,Γ,Λ) = 0.
L’expression du prix de caplet e´tant donne´e par
Ψ(γ, t, T, ν) =
exp {γ(C(t, T )− C(t, T + ν))}
Φ(0, t, T + ν, γ(A(t, T )−A(t, T + ν)), γ(H(t, T )−H(t, T + ν)), V0, X0).
On cherche une expression des valeurs terminales Λ et Γ des fonctions D et J sous la forme :
Γ = γ[A(t, T )−A(t, T + ν)] = γ
+∞∑
i=1
[Ai(T − t)−Ai(T + ν − t)].
Λ = γ[H(t, T )−H(t, T + ν)] = γ(P>)−1e−(T−t)P>(Ip − eP>ν)δ.
L’expression de la fonction J est explicite :
J(t, T, U,Γ,Λ) = γ(P>)−1e−2(T−t)P
>
(Ip − e−P>(U−T ))δ.
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On cherche un de´veloppement des fonctions D et Z sous la forme :
D(t, T ) =
+∞∑
i=0
iDi(t, T ), Z(t, T ) =
+∞∑
i=0
iZi(t, T ).
En revanche, il faut effectuer un travail particulier pour trouver le de´veloppement de la
fonction D. En effet, il faut perturber l’e´quation de Riccati ve´rifie´e par la fonction D dont
la condition terminale D(T, T, U,Γ,Λ) = γ[A(t, T ) − A(t, U)] de´pend de la fonction A qui
est elle-meˆme solution d’un syste`me de Riccati. L’ide´e est d’effectuer un de´veloppement de
la fonction A, de l’injecter dans l’e´quation et de de´duire un de´veloppement de la fonction
D. D’ailleurs, si les fonctions A et C posse`dent un de´veloppement a` l’ordre , il est possible
d’avoir un de´veloppement a` l’ordre  des fonctions D et Z ce qui fournit une approximation
a` l’ordre  du prix de caplet. Un de´veloppement des fonctions D et Z a` l’ordre  est donne´e
a` l’annexe C.
Il est donc possible d’adapter la me´thode de perturbation singulie`re au cadre des mode`les
affines sur les taux d’inte´reˆt. Cela ne´cessite un travail important dans la mesure ou` il faut
perturber deux syste`mes de Riccati imbrique´s avec des parame`tres de´pendant du temps. Il
est possible de faire le meˆme type de de´veloppements pour les swaptions.
3.6 Conclusion
Nous avons e´tudie´ un mode`le affine dans le monde des taux d’inte´reˆt qui posse`de des
proprie´te´s inte´ressantes avec des structures de volatilite´ et de corre´lation assez riches. Ce
mode`le est une ge´ne´ralisation multidimensionnelle du mode`le de Heston qui s’inspire du
mode`le de Wishart dans le monde des actions et qui est adapte´ a` la mode´lisation des taux
d’inte´reˆt.
Nous avons de´taille´ des me´thodes d’e´valuation des produits vanilles comme les caplets et
les swaptions. La me´thode des moments spe´cifique aux mode`les affines est efficace et est fa-
cilement adaptable a` notre cadre. Nous avons aussi pre´sente´ une e´tude rapide de l’influence
des parame`tres du mode`le de Heston sur les taux afin de comprendre l’impact des diffe´rents
types de parame`tres.
Ce mode`le est assez inte´ressant dans la mesure ou` la structure de volatilite´ est plus complexe
que celle mode`le affine standard dans la spe´cification de Da¨ı Singleton. Nous de´finissons
une projection du mode`le sur l’espace des mode`les affines standards et il serait inte´ressant
de comparer le comportement de ces deux mode`les. De plus, nous introduisons une spe´ci-
fication des parame`tres de manie`re a` controˆler la corre´lation du taux court de sa volatilite´
par un facteur inde´pendant de la volatilite´.
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Enfin, nous avons adapte´ la me´thode des perturbations re´gulie`res a` ce mode`le qui ne´ces-
site la perturbation simultane´e du syste`me de Riccati du prix des ze´ro-coupon et des options.
Il reste de nombreuses e´tudes the´oriques et nume´riques a` effectuer sur ce type de mode`le qui
pourrait avoir des proprie´te´s tre`s inte´ressantes. Il faudrait aussi conside´rer des me´thodes
d’e´valuation des options exotiques avec une me´thode de Monte Carlo. Il existe de nombreux
travaux re´cents sur la simulation efficace du processus de Wishart [1] et il serait inte´ressant
de l’appliquer a` ce mode`le pour l’e´valuation d’options exotiques.
3.7 Annexes
Annexe A : Outils mathe´matiques
Annexe A1 : Re´solution des Riccati par line´arisation
On conside`re les e´quations de Riccati de la forme suivante :{
A
′
(t) +A(t)QA(t) +A(t)M +NA(t) + Γ(t) = 0
A(T ) = Ψ
La me´thode de line´arisation consiste a` chercher la solution sous la forme suivante :
A(t) = [F (t)]−1G(t)
F (T ) = In
G(T ) = Ψ.
En injectant cette expression dans l’e´quation et en identifiant les termes qui contiennent A
et ceux qui ne contiennent pas A, on obtient :
−F ′(t) + F (t)N +G(t)Q = 0
G
′
(t) + F (t)Γ(t) +G(t)M = 0
F (T ) = In
F (T ) = Ψ.
Le syste`me peut s’e´crire de la manie`re suivante :
[F
′
(t) G
′
(t)] = [F (t) G(t)]
(
N −Γ(t)
Q −M
)
F (T ) = In
F (T ) = Ψ.
On a ainsi obtenu une expression quasi ferme´e qu’il est possible de re´soudre par des me´-
thodes nume´riques utilise´es pour traiter les e´quations diffe´rentielles (type Runge-Kutta).
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Lorsque la fonction Γ ne de´pend pas du temps, on peut obtenir une expression explicite
en utilisant l’exponentielle matricielle.
A(t) = [F (t)]−1G(t)
[F (t) G(t)] = [In Ψ] exp
{(
−(T − t)N (T − t)Γ
−(T − t)Q (T − t)M
)}
.
Annexe A.2 : Calcul explicite de
∫ T
t exp[(u− s)M ]Q exp[(u− r)N ]du =
∫ T
t R(t)dt
On cherche a` calculer (sans utiliser de me´thodes nume´riques) la fonction suivante :
U(t) =
∫ T
t
exp[(u− s)M ]Q exp[(u− r)N ]du =
∫ T
t
R(t)dt.
La fonction R(t) est solution de l’e´quation de Riccati suivante :{
R
′
(t) +Q+R(t)N +MR(t) = 0
R(T ) = 0.
En utilisant l’annexe A.1, on peut obtenir la solution sous la forme suivante :
U(t) = exp[(t− s)M ][F (t)]−1G(t) exp[(t− r)N ]
[F (t) G(t)] = [In 0] exp
{(
−(T − t)M (T − t)Q
0 (T − t)N
)}
.
Annexe A.3 : Calcul explicite de ∂M11U(t, T, r, s,M,N,Ω)
En utilisant l’expression de la fonction U , on sait que :
∂M11U(t, T, r, s,M,N,Ω) = ∂M11e
(T−s)MF (t)−1G(t)e(t−r)N .
Or la fonction G ne de´pend pas de M et la fonction F ve´rifie l’e´quation F
′
(t) = F (t)M
avec pour condition terminale F (T ) = In. Cela fournit F (t) = e
M(T−t) ce qui donne :
∂M11U(t, T, r, s,M,N,Ω) = (t− s)U(t, T, r, s,M,N,Ω) + (T − t)U(t, T, r, s,M,N,Ω)
= (T − s)U(t, T, r, s,M,N,Ω).
Annexe B : De´veloppement du prix des ze´ro-coupon
On s’inte´resse a` une approximation du prix des ze´ro-coupon a` l’ordre . Pour cela, il suffit
de trouver des de´veloppement des fonctions A et C du syste`me de Riccati.
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De´veloppement de la fonction A
L’e´quation de Riccati ve´rifie´ par A est donne´e par :
∂tA(t, T ) +A(t, T )M +M
>A(t, T ) + 2A(t, T )Q>QA(t, T )
= Σ−
 p∑
j=1
H(t, T )j1Πj
− 1
2
 h∑
j=1
(R>H(t, T )H>(t, T )R)jjΣj

= ΘA(t, T ).
Ordre 0 : A` l’ordre 0, on a ∂tA0(t, T ) = ΘA(t, T ), en inte´grant entre t et T , on obtient :
A0(t, T ) = −
∫ T
t
ΘA(s, T )ds
= −Σ(T − t) +
h∑
j=1
(∫ T
t
H(s, T )j1ds
)
Πj +
1
2
h∑
j=1
(∫ T
t
(R>H(s, T )H>(s, T )R)jjds
)
Σj .
• Le calcul de ∫ Tt H(s, T )ds donne imme´diatement :∫ T
t
H(s, T )ds = −(P>)−1[H(t, T ) + (T − t)δ].
• Calcul de ∫ Tt H(s, T )H>(s, T )ds :
On peut e´crire que :
P>
∫ T
t
H(s, T )H>(s, T )dsP =
∫ T
t
e−P
>(T−s)δδ>e−P (T−s) + (T − t)δδ>
+ (P>)−1[e−P
>(T−t) − Ip]δδ> + δδ>[e−P (T−t) − Ip]P−1.
En conside´rant l’annexe A.2 donnant l’expression de la fonction U , on obtient :∫ T
t
H(s, T )H>(s, T )ds = (P>)−1U(t, T, T, T, P>, P, δδ>)P−1 + (T − t)(P>)−1δδ>P−1
+ (P>)−2[e−P
>(T−t) − Ip]δδ>P−1 + (P>)−1δδ>[e−P (T−t) − Ip]P−2.
Ainsi, l’expression de A0 est obtenu avec le calcul explicite de ces inte´grales.
Ordre  : En analysant les termes d’ordre  de l’e´quation ve´rifie´e par A, on a :
∂tA1(t, T ) +A0(t, T )M˜ + M˜
>A0(t, T ) + 2A0(t, T )Q˜>Q˜A0(t, T ) = 0.
Ainsi, on de´duit l’expression de A1 sous la forme :
A1(t, T ) =
(∫ T
t
A0(s, T )ds
)
M +M>
(∫ T
t
A0(s, T )ds
)
+ 2
(∫ T
t
A0(s, T )Q
>QA0(s, T )ds
)
.
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On pourrait calculer ces inte´grales nume´riquement puisque la fonction A0 est connue expli-
citement. On de´taille pour le lecteur quelques astuces permettant de ne pas avoir a` effectuer
de re´solution nume´rique de ces inte´grales.
• Calcul de ∫ Tt A0(s, T )ds :
En utilisant l’expression de A0, on obtient :
∫ T
t
A0(s, T )ds = −Σ
∫ T
t
(T − s)ds+
h∑
j=1
∫ T
t
(∫ T
s
H(u, T )j1du
)
dsΠj
+
1
2
h∑
j=1
[
R>
(∫ T
t
(∫ T
s
H(u, T )H>(u, T )du
)
ds
)
R
]jj
Σj .
Ainsi, il faut calculer chacune des inte´grales de cette expression :
– Un calcul rapide fournit l’expression :
∫ T
t
(∫ T
s
H(u, T )du
)
ds = (P>)−2H(t, T ) + (T − t)(P>)−2δ + (T − t)
2
2
(P>)−1δ.
– Concernant
∫ T
t
(∫ T
s H(u, T )H
>(u, T )du
)
ds, on a :
P>
∫ T
t
(∫ T
s
H(u, T )H>(u, T )du
)
dsP =
∫ T
t
∫ T
s
e−P
>(T−u)δδ>e−P (T−u)duds
+
∫ T
t
∫ T
s
δδ>Ip − δδ>
∫ T
t
∫ T
s
e−P (T−u)duds
−
∫ T
t
∫ T
s
e−P
>(T−u)dudsδδ>.
La seule inte´grale complexe a` calculer est le premier terme mais il est possible
d’utiliser un the´ore`me de Fubini ainsi qu’une astuce inte´ressante utilisant l’annexe
A.2. En effet, on peut e´crire :
∫ T
t
∫ T
s
e−P
>(T−u)δδ>e−P (T−u)duds =
∫ T
t
(u− t)e−P>(T−u)δδ>e−P (T−u)du
= (T − t)U(t, T, T, TP>, P, δδ>)
+∂M11U(t, T, T, TP
>, P, δδ>),
en ayant utilise´ la proprie´te´ suivante qui est prouve´e dans l’annexe A.3
∂M11U(t, T, r, sM,N,Ω) =
∫ T
t
(u− s)e(u−s)MΩe(u−r)Ndu.
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On en de´duit finalement l’expression de cette inte´grale
∫ T
t
(∫ T
s
H(u, T )H>(u, T )du
)
ds = (P>)−1(T − t)U(t, T, T, TP>, P, δδ>)P−1
+ (P>)−1∂M11U(t, T, T, TP
>, P, δδ>)P−1
− (P>)−1δδ>[P−2(T − t)− P−3(Ip − e−P (T−t))]
− [(P>)−2(T − t)− (P>)−3(Ip − e−P (T−t))]δδ>P−1
+
(T − t)2
2
δδ>Ip.
Ainsi, il est possible de trouver des astuces inte´ressantes afin d’e´viter une re´solution nume´-
rique. Ces astuces deviennent utiles si on envisage de pousser un de´veloppement a` un ordre
supe´rieur comme 2.
De´veloppement de la fonction C
L’e´quation de Riccati ve´rifie´e par la fonction C se re´e´crit :
∂tC(t, T ) + βTr[Q
>QA(t, T )] = α−H>(t, T )Pℵ − 1
2
Tr[D0R
>H(t, T )H>(t, T )R]
= ΘC(t, T )
Ordre 0 :
En inte´grant entre t et T , on obtient :
C0(t, T ) = −
∫ T
t
ΘC(t, T )
= −α(T − t)− (T − t)δTℵ −H>(t, T )ℵ
+
1
2
Tr
[
D0R
>
(∫ T
t
H(s, T )H>(s, T )ds
)
R
]
dont le calcul a de´ja` e´te´ explicite´ pre´ce´demment.
Ordre  :
En identifiant l’e´quation et en l’inte´grant entre t et T , on obtient :
C1(t, T ) = −βTr
[
Q˜>Q˜
(∫ T
t
A0(s, T )ds
)]
,
avec le calcul de l’inte´grale
∫ T
t A0(s, T )ds qui a e´te´ de´taille´ pre´ce´demment.
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Annexe C : De´veloppement du prix de caplet
On cherche a` e´tablir une approximation du prix de caplet a` l’ordre  et pour cela on
conside`re un de´veloppement de la transforme´e des facteurs Φ. On sait de´ja` que la fonction
J posse`de une expression explicite donne´e par :
J(t, T, U) = γ(P>)−1e−2(T−t)P
>
(Ip − e−P>(U−T ))δ.
De´veloppement de la fonction D
On re´e´crit l’e´quation ve´rifie´e par la fonction D
∂tD(t, T, U) +D(t, T, U)[M
′
(t, U)] + [M
′
(t, U)]>D(t, T, U) + 2D(t, T, U)Q>QD(t, T, U)
= −
h∑
j=1
[(R>H(t, U)J>(t, T, U)R)jj +
1
2
(R>J(t, T, U)J>(t, T, U)R)jj ]Σj
−
p∑
j=1
J(t, T, U,Γ,Λ)j1Πj = 0
= ΘD(t, T ).
De plus, la fonction D ve´rifie D(T, T, U,Γ,Λ) = Γ et on sait que Γ posse`de aussi un
de´veloppement sous la forme :
Γ =
+∞∑
i=0
iΓi(t, T ) =
+∞∑
i=0
i(Ai(t, T )−Ai(t, U)).
On cherche le de´veloppement de D a` l’ordre .
Ordre 0 :
D0(t, T, U) = Γ0(t, T )−
∫ T
t
θI(s, T )ds
= A0(t, T )−A0(t, U) +
h∑
j=1
[
R>
(∫ T
t
H(s, U)J>(s, T, U)ds
)
R
]jj
Σj
+
1
2
h∑
j=1
[
R>
(
J(s, T, U)J>(s, T, U)ds
)
R
]jj
Σj
+
p∑
j=1
(∫ T
t
J(s, T, U,Γ,Λ)ds
)j1
Πj .
Ainsi, le calcul de D0 se re´sume au calcul de plusieurs inte´grales.
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• Calcul de ∫ Tt H(s, U)J>(s, T, U)ds :∫ T
t
H(s, U)J>(s, T, U)ds = −1
2
γ(P>)−1δδ>(Ip − e−P (U−T ))P−2(Ip − e−P (T−t))
+γ(P>)−1U
(
t, T, T, U, P>, 2P, δδ>(Ip − e−P (T−U))
)
P−1.
• Calcul de ∫ Tt J(s, T, U)J>(s, T, U)ds :
∫ T
t
J(s, T, U)J>(s, T, U)ds = γ2(P>)−1U
(
t, T, T, T, 2P>, 2P, (Ip − e−P>(T−U))δδ>(Ip − e−P (T−U))
)
P−1.
• La troisie`me inte´grale a` calculer est ∫ Tt J(s, T, U)ds :∫ T
t
J(s, T, U)ds =
1
2
γ(P>)−2[Ip − e−2P>(T−t)][Ip − e−P>(T−U)].
Ordre  :
D1(t, T, U) = A1(t, T )−A1(t, U) +
∫ T
t
D0(s, T, U)
(
M˜ + 2Q˜>Q˜A0(s, U)
)
ds
+
∫ t
t
(M˜> + 2A0(t, U)Q˜>Q˜)D0(s, T, U)ds
+2
∫ T
t
D0(s, T, U)Q˜
>Q˜D0(s, T, U)ds.
Pour calculer l’ensemble de ces inte´grales, on peut essayer de faire des de´veloppements
pour avoir une expression explicite ou on peut faire un calcul nume´rique rapide puisque les
fonctions A0 et I0 ont une expression explicite. L’ide´al serait d’avoir des expressions expli-
cites afin d’avoir un de´veloppement a` l’ordre 2. Il existe de nombreuses astuces permettant
d’obtenir des expressions explicites de la plupart de ces inte´grales.
De´veloppement de la fonction Z
On peut aussi expliciter un de´veloppement de Z a` l’ordre . L’e´quation de Riccati qui lui
est associe´e se re´e´crit :
∂tZ(t, T, U) + βTr[Q
>QD(t, T, U)] = −J>(t, T, U)Pℵ − 1
2
Tr[D0R
>J(t, T, U)J>(t, T, U)R]
−Tr[D0R>H(t, U)J>(t, T, U)R]
= ΘZ(t, T ).
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Ordre 0 :
Z0(t, T, U) = −
∫ T
t
ΘZ(s, T )ds
=
∫ T
t
J>(s, T, U)Pℵds+ 1
2
Tr
[
D0R
>
(∫ T
t
J(s, T, U)J>(s, T, U)ds
)
R
]
+Tr
[
D0R
>
(∫ T
t
H(s, U)J>(s, T, U)ds
)
R
]
dont toutes les inte´grales sont calculables explicitement.
Ordre  :
Z1(t, T, U) = βTr
[
Q>Q
(∫ T
t
D0(s, T, U)ds
)]
dont le calcul a de´ja` e´te´ donne´ explicitement.
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Chapitre 4
Understanding, Modelling and
Managing Longevity Risk
Introduction
This chapter is inspired by an article [6] published in Scandinavian Journal. This survey
allows to understand the notion of longevity risk and provides the challenges concerning
the management of this long term risk.
Motivations
The sustained improvements in longevity currently observed, are producing a considerable
number of new issues and challenges at multiple societal levels. This is causing pensions
to be one of the most highly publicised industries to be impacted by rising longevity. In
2009 many companies based in developed countries had closed the defined benefit retire-
ment plans previously offered to their employees (such as the 401(K) pension plans in the
United States). Broadly speaking, such scheme trends indicate a risk transfer from both
the industry and the insurers, back to the policyholders, which from a social point of view
is no longer satisfactory. Similarly, in several countries, defined benefit pension plans have
continued to be replaced with defined contribution plans, which will most likely lead to the
same result. Furthermore, a number of governments are set to increase retirement ages by 2
to 5 years to be able to take into account the changing dynamics of longevity improvements,
and the impacts of ageing populations upon the financing of pensions.
The insurance industry is also facing a number of specific challenges related to longevity
risk (i.e. the risk that trends in longevity improvements will change significantly in the
future). In practical terms, greater capital has to be constituted to balance the long-term
risk, a requirement only reinforced by the impacts of the financial crisis and new European
regulation. Consequently, it has become paramount for insurance companies and pension
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funds to find a suitable and efficient way to cross-hedge, or to transfer part of the longevity
risk to reinsurers and the financial markets. However, in the absence of both theoretical
consensus and established industry practices, the transfer of longevity risk is a difficult pro-
cess to understand, and therefore, manage. In particular, because of the long-term nature of
the risks, accurate longevity projections are delicate, and modelling the embedded interest
rate risks remains challenging.
Prospective life tables containing longevity trend projections are frequently used to better
manage longevity risk, proving to be particularly effective in reserving in life insurance.
However, the irregularity of table updates can cause significant problems. For example,
consider the French prospective life tables ; they were updated in 2006, replacing the pre-
vious set of tables from 1993. The resulting disparities between the 1993 prospective tables
and observed longevity caused French insurers to sharply increase their reserves by an ave-
rage of 8%. In addition, insurance companies and pension funds are facing basis risk as the
evolution of policyholder mortality is thought to differ from that of the national population
as a result of selection effects. These selectivity effects may have different impacts on dif-
ferent portfolios, since the pace of change and levels of mortality are highly heterogeneous
in the insurance industry, which makes it hard for insurance companies and pension funds
to rely on national (or even industry) indices to manage their own longevity risk.
Presentation of the paper
To better understand longevity risk, its dynamics, causes, and the aforementioned hete-
rogeneity of longevity improvements must be studied carefully, and aside from shorter-term
managerial oscillations concerning average trends. Among the many standard stochastic
models for mortality, a number have been inspired by the classical credit risk and interest
rate literature, and as such produce a limited definition of mortality by age and time. An
alternative is the microscopic modelling approach, which can be used for populations where
individuals are characterised not only by age, but also by additional indicators that are
reflective of lifestyle and living conditions. Such models can provide useful benefits for the
risk analysis of a given insurance portfolio. Furthermore, when combined with studies on
demographic rates, such as fertility and immigration, microscopic modelling is highly appli-
cable at social and political levels, offering guidance for governmental strategies concerning,
for example, immigration and retirement age policy.
The need to carry out microscopic studies is all the more apparent when the size of the
considered portfolio is small and in all likelihood highly heterogeneous. This has proven
particularly true when looking at the life settlement market (i.e. when owners of a life in-
surance policy sell an unneeded policy to a third party for more than its cash value and
less than its face value). Although this market phenomenon carries anecdotal significance,
it will not be studied specifically here. Rather, this paper focuses on longevity risk for the
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larger portfolio, often referred to as macro-longevity risk.
The European insurance industry will soon be expected to comply to the new Solvency
II Directive. The regulatory standards of the directive place emphasis on the manner in
which insurance company endorsed risk should be handled so that it can withstand adverse
economic and demographic situations. The regulation is scheduled to come into effect by
late 2012, and will certainly enhance the development of alternative risk transfer solutions
for insurance-risk generally, as well as for longevity-risk in particular. There is little doubt
that the pricing methodologies for insurance related transactions, and specifically longevity-
linked securities will be impacted as greater numbers of alternative solutions appear in the
market. Today, the longevity market is immature and incomplete, with an evident lack
of liquidity. Standard replication strategies are impossible, making the classical financial
methodology unapplicable. In this case, indifference pricing, involving utility maximisation,
seems to be a more appropriate strategy. In any case, due to the long maturities of the
underlying risk, the modelling of long term interest rates is unavoidable, adding to the
complexity of the problem.
The following paper is organised as follows : Section 1 provides an outline of the main cha-
racteristics of longevity risk, focusing on the classical and prospective life tables, mortality
data, and specific features such as the cohort effect and basis risk. Section 2 presents the key
models for mortality-risk, discussing how they can be used to model longevity-risk. Section
3 is dedicated to longevity risk management in reference to the new solvency regulations
that stand to be enforced by 2012. Section 4 centres on longevity risk transfer issues, and
the convergence between the insurance industry and capital markets. The final section looks
at a number of key modelling questions concerning the pricing of longevity risk.
4.1 Main characteristics of longevity risk
In this section, the main characteristics of longevity risk are outlined according to avai-
lable data and important longevity and mortality risk related issues.
4.1.1 Age, period and cohort life tables and available mortality data
The analysis of mortality of a given population or insured portfolio can take multiple
forms, depending on the purposes of the study, the data available, and its reliability. For
such analysis, the period life and cohort life tables have proven to be most useful. The Lexis
diagram in Figure 4.1 is an age-period-cohort diagram ; the x-axis features calendar years
and the y-axis corresponds to age. This representation enables the statistical understanding
of both cohort and period life tables. Cohort life tables may be obtained from the diagonals
of the Lexis diagram ; period life tables are given by vertical bands. Both continuous and
discrete-time analysis are feasible, the latter being most applied to national data, since the
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mortality of national populations is generally described by yearly observations 1. The equi-
valence between discrete and continuous methods is based upon the assumption that the
mortality force (i.e. instantaneous mortality hazard rate) is constant (or does not fluctuate
too much) within each square on the Lexis diagram.
However, the assumption of constant yearly mortality has to be avoided when observations
of mortality are deeper than at a national level. Life insurers typically collect data for insu-
red portfolios that are more accurate and that gives the actual ages attained by each insured
individual. Thus, actuaries are used to derive the underlying mortality of such portfolios,
taking into account censored observations, using the Kaplan-Meier estimator (see [36]). It
is therefore possible to build time-continuous life tables.
The difference between national mortality data and that of an insured portfolio is not only
limited to the continuity of observations. First of all, one key difference between national
mortality and specific mortality in some insured portfolios, is the range of the observation
period. The period for which observed mortality rates for the insurance portfolio are avai-
lable is usually limited, often in the range of only 5 to 15 years. In contrast, national data
can range from 100 to 200 years (see the Human Mortality Database (HMD) for example).
This is one of the main reasons why in order to determine the actual level and the future
trend of mortality, actuaries and practitioners are used to model the national mortality
and then to project the insured ones. One example of how such projections are produced is
by relational models : a technique that aims at linking together both mortality rates and
their future evolution, even if socio-economic variables cause the insurance portfolio specific
mortality and the national mortality to differ.
In addition, at the portfolio level, whilst the movements in the group of policyholders are
known and can be taken into consideration, it proves difficult to account for censured and
truncated data when assessing national mortality. One may think for instance of migration.
There are two different factors that can be overlooked when considering migratory impacts.
First of all, people leaving the synthetic cohort are often censored, and thus still taken into
account when estimating the period life tables. Secondly, incoming immigrants can also
affect and significantly change the local national mortality data of the destination country.
Far more relevant details regarding deaths can be gained from within an insured portfolio
(e.g. the cause of death). Although national data by cause of death does exist, it generally
lacks consistency, and is often useless, or of no specific interest in deriving mortality by
cause (for example : in the United States, 11% of deaths are caused by more than four
diseases).
1. The available mortality data is based upon statistics coming from various national institutes (Including
but not limited to : Bureau of Census in the US, CMI in the UK, INSEE in France). For most developed
countries, this data is also available through the Human Mortality Database.
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Figure 4.1 – Lexis diagram : Age-year-cohort diagram.
4.1.2 Observed heterogeneity, inter-age dependence and basis risk
It is expected that any given population will display some degree of heterogeneous mor-
tality. Observed heterogeneity often arises due to a number of observable factors, which
include age, gender, occupation and physiological factors. As far as longevity risk is concer-
ned, policyholders that are of higher socio-economic status (assessed by occupation, income
or education) tend to experience lower levels of mortality. However, significant differences
also exist within the same socio-economic levels according to gender. Females tend to out-
live males and have lower mortality rates at all ages. In addition, some heterogeneity arises
due to features of the living environment, such as : climate, pollution, nutritional standards,
population density and sanitation (see Section 4.2.2 for a more detailed discussion).
When considering insured portfolios, insurers tend to impose selective criteria that limits
contractual access to those considered to possess no explosive risk (by level of health and
medical history). This induces differences in mortality profiles within different portfolios.
For example, term and endowment assurance portfolios are experiencing higher mortality
rates than those related to annuity portfolios and pensions. Also, the risks underlying those
two types of contracts are different in nature. The resulting risk for the prior portfolios is
a mortality risk, whilst the latter types have a longevity risk. By virtue of their opposing
nature, the possibility remains for a hedge that implies both types of risk 2. However, as
highlighted by [17], this natural hedge is only partial. The hedging is only partially attai-
2. when mortality rates decrease, life annuity costs increase and death benefit costs decrease and vice
versa.
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nable due to the nature of both risks and the different age ranges implied in the two specific
contracts. In particular, the interdependence among ages, and even the inter-temporal cor-
relation are dynamically significant and need to be understood.
In [38], both the issue of inter-age dependency according to the mortality data and the
inter-temporal correlation are considered. In this study, the population data for both males
and females exhibits a clear dependence upon mortality rates among ages. This inter-age
dependency is crucial when dealing with, for example, the natural hedge between mortality
and longevity. More precisely, it gives a clear view of how some changes in mortality for a
specific age-range will affect another by providing measurements of the associated liabilities
altered by potential diversification due to inter-age correlation. Thus, it is a characteristic
of considerable interest and importance when aggregating the benefits within a book of
contracts.
4.2 Modelling longevity risk
In the previous section a detailed description of longevity risk and the available data
has been presented. The next section will discuss the implications and issues of modelling,
outlining some key methods that can be used to take into account relevant characteristics.
4.2.1 Some standard models
In recent years a variety of mortality models have been introduced, including the well
known ([37]), widely used by insurance practitioners. The Renshaw-Haberman model ([30,
30]) was one of the first to incorporate a cohort effect parameter to characterise the observed
variations in mortality among individuals from differing cohorts. For a detailed survey on
the classical mortality models, [41] is referred to. In recent contemporary studies, many
authors have introduced stochastic models to capture the cohort effect (see e.g. [11, 13]) ;
this subsection, briefly presents some of them.
The Lee-Carter model The Lee Carter model describes the central mortality rate mt(x)
or the force of mortality, µx,t at age x and time t by 3 series of parameters namely αx, βx
and κt, as follows :
logµx,t = αx + βx · κt + εx,t, εx,t ∼ N (0, σ)andindependent,
where αx gives the average level of mortality at each age over time, the time varying
component κt is the general speed of mortality improvement over time, and βx is an age-
specific component that characterises the sensitivity to κt at different ages. To enforce the
uniqueness of the parameters, some constraints are imposed :∑
x
βx = 1 and
∑
t
κt = 0.
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The βx also describes (on a logarithmic scale) the deviance of the mortality from the mean
behaviour κt. The error term εx,t captures the remaining variations.
Some relevant extensions of this approach have also been proposed, incorporating, for
example, the generation or cohort effect as in [30] or [31] describing the influence of the
year of birth. Meanwhile, given the high variability of the force of mortality at higher ra-
ther than at younger ages (due to a much smaller absolute number of deaths at older ages),
the error term cannot be regarded as being correctly described by a white noise. [10] has
proposed an extension of the general framework by assuming the number of deaths to be a
Poisson distribution. To calibrate the various parameters, standard likelihood methods can
be applied, and a Poisson distribution can be considered for the number of deaths at each
age over time. The estimated parameters α, β and κ for the English and Welsh population
are presented on Figure 4.2 and Figure 4.3. It is important to note that estimated values
for βx are higher at younger ages, meaning that at those ages, the mortality improvements
occur faster and deviate considerably from the evolutionary mean.
50 60 70 80 90 100
−
5
−
4
−
3
−
2
−
1
age
α
50 60 70 80 90 100
−
0.
00
5
0.
00
0
0.
00
5
0.
01
0
0.
01
5
0.
02
0
0.
02
5
0.
03
0
age
β
Figure 4.2 – Parameters estimates for the England and Wales mortality table
In addition to the [37] model, similar models have been introduced to forecast mortality.
For instance, the [11] two-factor model includes two time dependent components rather
than a unique component as seen in the original Lee & Carter model. This model could
be thought of as a compromise between the generalised regression approach and the Lee &
Carter method. In addition, this approach allows components relevant to the cohort effect
to be incorporated (for further details see [13]).
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Figure 4.3 – Parameters estimates for the England and Wales mortality table
The P-Spline model The P-spline model is widely used to model UK mortality rates.
The mortality rates are incorporated by the use of penalised splines (P-splines) that derive
future mortality patterns. This approach is used by [18] to smooth the mortality rates
and extract ”shocks” as considered by [19], which can be used to derive stress-test based
scenarios. Generally, in the P-spline model, the central mortality rate mt(x) at age x and
calendar year t satisfies :
logmt(x) =
∑
i,j
θi,jBi,jt (x),
where Bi,j are the basis cubic functions used to fit the historical curve, and θi,j are the
parameters to be estimated. A difference between the P-spline approach and the basis cubic
spline approach is found when introducing penalties on parameters θi,j to adjust the log-
likelihood function. To predict mortality, the parameters θi,j have to be extrapolated using
the given penalty.
The CDB model Cairns, Dowd and Blake (CDB) have introduced a general class of
flexible mortality model that takes into account different purposes and underlying shapes
of mortality structures. The general form of the annual death probability qt(x) at age x
and calendar year t is given by :
logitqt(x) = κ
1
tβ
1
xγ
1
t−x + · · ·+ κnt βnxγnt−x, (4.1)
where logit(q) = ln
(
q
1−q
)
. As can be seen, there are 3 types of parameters : starting with
those specific to age βi and calendar year κi, and finally, the cohort effect parameters γi. It
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should be noted that the Lee-Carter model is a simple case of this model. The authors CBD
also investigate the best criterion to decide upon a particular model (i.e. the parameters
to keep or to remove). Thus, they highlight the need for a tractable and data consistent
model ; forming statistical gauges to rank models, determining their suitability for mortality
forecasting. A particular example of a model derived from the general form (4.1) is the model
below, which features both the cohort effect and the age-period effect, e.g. [13] :
logitµx,t = κ
1
t + κ
2
t (x− x¯) + κ3t
(
(x− x¯)2 − σ2x
)
+ γt−x,
where
x¯ =
∑xn
x=x0
x
xn − x0 + 1
is the mean age of historical mortality rates to be fitted (x0 to xn) ; σx is the standard
deviation of ages, with
σ2x =
∑xn
x=x0
(x− x¯)2
xn − x0 + 1 ;
the parameters κ1t , κ
2
t and κ
3
t correspond respectively to general mortality improvements
over time, the specific improvement for specific ages (taking into account the fact that
mortality for high ages improves slower than for younger) ; and finally the age-period related
coefficient
(
(x− x¯)2 − σ2x
)
, which corresponds to the age-effect component. Similarly, γt−x
represents the cohort-effect component.
4.2.2 Observed heterogeneity
The models introduced above are generally applied to large observed datasets, and
thus, are most suited to modelling mortality rates for an underlying national population.
However, as discussed above, insurers have a keen interest in the mortality rates experienced
in their own portfolios ; any discrepancy between both sets of mortality figures represents
a significant risk for the insurer : this is referred to as basis risk.
Analysis of the basis risk
[39] propose a model that links the insured specific mortality and national population
mortality using an econometric approach that captures the long-run relationship of the
behaviour of both mortality dynamics. Rather than emphasising the correlation between
both mortality dynamics, the model focuses on the long-term behaviour. This suggests that
both time-series cannot diverge for any significant amount of time, without eventually re-
turning to a mean distance. This kind of model, based on a co-integration relationship, is
only effective if a long enough period of observable data can be used to detect any long-
term relationships ; thus, is most appropriate for insured portfolios with a large observation
history. Relational models (see [21]) offer an alternative when the insured specific data is
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observed for a limited period.
For a complete analysis of the basis risk, it is important to take into account individual
characteristics, such as relative socio-professional status, individual income, education, ma-
trimonial status and other factors. In fact, according to some demographers who took part
in the workshop ”Demographic perspectives : How to measure and deal with uncertainty”3,
any slump in European mortality would principally result from developments in medical
research, and at the socio-economic level (including increased access to medical care, edu-
cation and other quality of life improving factors). In addition, a recent study published
by researchers from IRDES 4 and INED 5, describes a strong relationship between indi-
vidual socio-economic level and life expectancy (see [35]). For example, the difference in
life expectancy between two French males at 35 years who occupy opposite bounds of the
socio-professional spectrum - one a manual worker and the other an office executive - is 6
years (see Cambois and al 2008). However, as emphasised in Subsection 4.1.1, a model that
describes mortality by causes such as diseases is limited by a lack of both reliability and
objective mortality data : and is ultimately unable to accurately and consistently identify
the cause of death. The classical mathematical models for mortality, such as the models
presented in Subsection 4.2.1, consider mortality rates to be a stochastic process, dependent
exclusively upon age, calendar year, and date of birth. To analyse basis risk, one needs to
extend these models. One new approach is microscopic modelling ; a method that accurately
describes characteristics of a population at the scale of the individual ([5]). Inspired by the
Cairns-Dowd-Black methodology presented in Subsection 4.2.1, a model can begin to take
shape that has an age dependent mortality rate, but is additionally inclusive of various fi-
ner characteristics of both individuals and the associated environment. The construction of
such a model requires a study identifying which individual characteristics (other than age)
could explain mortality, with the characteristics eventually incorporated into a stochastic
mortality model. This approach reduces the variance of the mortality rate by taking into
consideration specific information about the studied population. From a financial point of
view, this model gives accurate information on portfolio basis risk.
Example of heterogeneity based on the matrimonial status
In order to illustrate the influence of matrimonial status on mortality, it is useful to
consider the following study of the application of longitudinal analysis upon multi-census
data form 1968 to 2005 provided by the French institute INSEE 6. The data corresponds to
a sample of about 1% of the French population. By applying a longitudinal analysis to this
data, one can derive mortality rates that are dependent upon age and additional features
3. see http ://www.dauphine.fr/fileadmin/mediatheque/chaires/chairetransition/pdf/Rapport2009.pdf
4. Institut de Recherche et Documentation en E´conomie de la Sante´
5. Institut National d’E´tudes De´mographiques
6. Institut National de la Statistique et des E´tudes E´conomiques
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such as socio-professional categories and education. This method can also be used to derive
matrimonial status, which is the feature that will be focused on.
To reach a greater level of detail, the evolutionary development of the logistic transform
for mortality by age and by matrimonial status will be considered. There is a considerable
difference in mortality rates between married and unmarried (single, divorced, widow) in-
dividuals. Marriage is known to have protective qualities, which is clearly illustrated by the
surge of mortality rate for unmarried people which can be seen on the left hand side of
Figure 4.4.
It is also possible to predict a mean evolution of these curves to reflect points in the fu-
ture ; as such, the second graph of Figure 4.4 represents modelled data that expresses the
expected evolution of mortality in 2017, giving an aggregate mortality profile of the whole
population. Furthermore, the mean evolution is comparable to the pattern of mortality by
using the modelling processes described in Subsection 4.2.1.
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Figure 4.4 – Logit of mortality rate for French males in 2007 (left) and in 2017 (right) with
differing matrimonial status : National (solid), unmarried (dotted) and married (dashed)
Drawing upon recent probabilistic research ([24], [43] and [44]) and considering models
that reflect mortality rates, a population dynamic modelling process is proposed in [5]. This
model takes into account individual mortality rates and provides projections of a population
structure for a forthcoming year. A mean scenario of evolution can be deduced and analysed
from these simulations ; but extreme scenarios and their probability of occurrence have
also to be taken into consideration. This model can be used for the study of basis risk,
allowing for a finer assessment of mortality and giving the heterogeneity factors affecting
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each individual.
A specific example of the use of such a framework can be seen in annuity products and
pensions. When considering a portfolio of life annuities for 10000 60 year old French males,
the marital status of the annuitants can be distinguished. Given that mortality correlates
with matrimonial status dependind on age and the cohort, the value of the portfolio will
change according to the individual characteristics. For example, considering such a portfolio,
it is possible to simulate the central scenario for the cash flows the annuity provider is
liable to pay according to differing matrimonial status. Figure 4.5 summarises the cash flow
structure according to individual matrimonial status observed in 2007. For more details
on the aforementioned modelling, and for the complete study detailing the influence of
additional features, such as socio-professional categories and education : refer to [5].
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Figure 4.5 – Cash flows of a life annuities portfolio for 60 year old French males considered
by central scenario (median scenario) for different matrimonial status : National (solid),
unmarried (dotted) and married (dashed).
4.2.3 Modelling inter-age dependence and inter-temporal correlations
As mentioned in the previous section, an important practical issue that arises when dea-
ling with life insurance portfolios is the interaction among the different ages that constitute
the portfolio. In practice this problem has to be taken into account, and to do so involves
a multi-dimensional analysis. In [38], the model proposed is a multivariate autoregressive
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ARIMA model, which accounts for both inter-age and inter-period correlation. This model
provides a more sophisticated approach for assessing, for example, the effect of diversifica-
tion within a multi-age life insurance portfolio. However, the high number of parameters
that requires estimation in such a framework can potentially lead to tractability issues. [7]
proposes a more tractable framework with aggregate mortality for a class of ages. Inter-age
correlations turn out to be significantly positive, and less than 1. As a consequence, they
have to be quantified carefully to compute the prices of longevity transfer contracts, and
not least, to determine internally modelled solvency capital requirements required by the
new regulatory guidelines.
4.3 New regulations, economic and sociologic impacts of lon-
gevity risk
The establishment of the new regulatory norms, namely Solvency II, stands to ensure
the establishment of more accurate standards, unifying and homogenising solvency capital
computation and risk assessment practices. These regulations are particularly significant to
actuarial practices in life insurance, primarily because their practices are based on a deter-
ministic view of risk. Although such practices are indeed prudent and ensure the solvency of
the insurer, they exclude any unexpected risk deviation. In fact, the amount of provisions,
and the value of products themselves are, in most cases, obtained via deterministic compu-
tational methods. Thus, the calculation of provisions is reduced to a net-present-value of
future cash flows discounted with risk-free rates. The new standards highlight the pressing
need for the market price of risk to be incorporated into both the calculation of provisions,
and the evaluation of products to create the desired result of ”market consistent” values.
For this purpose, regulators differentiate between two kinds of risk : hedgeable risk and non-
hedgeable risk. The latter is widely discussed and treated independently of any market. For
hedgeable risks, however ; the hedging strategy is used to evaluate the underlying liabilities.
The following section will briefly outline the differing calculations - on technical provisions,
and capital requirements - used for longevity and associated risk factors. In addition, some
pitfalls relating to the use of the Solvency II standard formula will be discussed.
4.3.1 Technical provisions
The technical provisions stand for the anticipated liabilities, and as such, are reported
on the liability side of the insurer’s balance sheet. The Solvency II directive proposals and,
more precisely, the quantitative impact studies (QIS) (see [15] for more details), are pro-
posing standards that will unify practices of provisions calculation and product valuation.
In particular, technical provisions will have to be calculated by taking into account the
available market information. In other words, the provisions should be market-consistent.
They are computed as the best estimate of future liabilities plus a risk margin. The estimate
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of future liabilities is based on realistic assumptions about the future evolution of various
risk factors. More precisely, the risk factors are first estimated and then the relevant future
patterns are derived under a set of prudential assumptions. In this case, the best estimated
value of a liability is simply the mean over all future scenarios.
Both in practice and for longevity linked contracts, the best estimate assumptions could be
derived from internal models, or based upon relevant models that allow for the identifica-
tion of future mortality patterns. The models presented in the previous section are suitable
for this purpose.
The fact that the best estimate does not replicate the actual value of a liability, imposes
constraints upon insurers : necessitating the holding of an excess of capital to cover the
mismatch between the best estimate and the actual cash flows of the liability. Such capital
is referred to as the Solvency Capital Requirement (SCR).
4.3.2 Solvency Capital Requirements
As has been mentioned earlier, any insurer must constitute some reserves, including
the SCR, to ensure its solvency. According to QIS4, the SCR will require a firm’s solvency
standing to be equivalent to a BBB rated firm. In other words, ”equivalent to the firm to
hold a sufficient capital buffer to withstand a 1 in 200 year event (the otherwise termed
99.5% level)”.
The calculation of the SCR will rely on either an internal model that captures the firms risk
profile, or standardised formula proposed by the fifth quantitative impact study (QIS5) ;
and as such will determine risk profiles by the use of a variety of ’modules’.
Standard formula approach and its drawbacks
In the standard formula, the capital calculation is computed separately for each module
and risk factor, and then aggregated.
Firstly, there is the module-based framework that proposes pre-defined scenarios to compute
solvency capitals. Concerning the longevity risk, capital requirements must be added to the
best estimate technical provisions to both withstand unexpected deviations of the mortality
trends, and allow the insurer to meet any obligations in adverse scenarii. For this purpose,
insurers should use a scenario-based method that involves permanent changes in mortality
improvement factors qt+1(x)−qt(x)qt(x) . For example, the proposed mortality risk scenario includes
a permanent 10% increase in mortality improvement from the baseline forecast. Similarly,
for contracts that provide benefits over the whole life of the policyholder (i.e. longevity risk),
the scenario suggests that an additional permanent 20% decrease for mortality improvement
factors should be set each year.
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Finally, the entire solvency capital is aggregated, given by the equation :
SCRglobal =
√∑
i>0
∑
j>0
θi,jSCRiSCRj ,
where the set of correlation parameters Θ = (θi,j)i>0,j>0 is prescribed by the regulator. The
regulators seem to recognise the existence of a ’natural’ hedge between the components of
mortality and longevity risk. This natural hedge can be translated to be the correlation pa-
rameter between the longevity and mortality risk modules, which is assumed to be negative
and equal to −25%. It must be noted, that this is the only negative correlation parameter in
all QIS5 correlation matrices. But how do longevity and mortality risks correlate in reality ?
Longevity appears as a trend risk, whereas mortality is variability risk. Is there orthogona-
lity between mortality and longevity ? - In other words, can we ”buy” mortality risk in order
to hedge longevity risk ? Oscillations around the average trend are also important : the size
of the oscillations cannot be neglected, and in any case they can lead to over-reactions by
insurance managers, regulators, policyholders and governments. Obviously, even if a certain
mutualisation between mortality and longevity risks exists, it is very difficult to obtain a
significant risk reduction between the two, on account of their differing natures. Indeed,
the replication of life annuities with death insurance contracts could never be perfect as
it concerns different individuals ; thus, the hedge is often inefficient due to the variability
related to the death of insured individuals whose death benefits will be high. Moreover, the
impacts of a pandemic or a catastrophe on mortality is considerably different from their
impacts on longevity. In fact, an abnormally high death rate at a given date has a qua-
lified influence on the longevity trend, as it was with the 1918 flu pandemic (see Figure 4.6).
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Figure 4.6 – Periodic life expectancy (left) and generational life expectancy (right) at birth
in the UK.
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What about dependence between life and market risks ? Long-term horizons have finan-
cial consequences : if longevity risk is transferred, the interest rate and counterparty risk
often become predominant. Financial risks are grouped into the market risk module ; whe-
reas, the longevity, mortality and disability risks are grouped into the life risk module. At a
higher level, market-risk and life-risk are aggregated in the same manner thanks to a unique
correlation parameter that excludes data on the proportion of longevity and mortality risk
companies are exposed to. This is a major deficit of the two-level aggregation approach as
described in [22].
The correlation parameter between longevity risk and disability risk, fixed at the level
−25%, is relatively low in QIS5. Is it realistic in practice ? The loss of autonomy and in-
creased dependency that often affects elderly people, are major demographic issues. Taking
France as an example, important approaches have been introduced in order to help so cal-
led ”dependent people”. The question of long-term care insurance has a strong economic
dimension, with a year of dependence costing four times more than a typical year of retire-
ment. Consequently, a worldwide public awareness campaign about the phenomenon and its
consequences is being run to promote preventative action. Moreover, levels of dependence
accurately reflect individual health capital. Statistics from the INSEE reveal that when
an individual enters a state of dependence, their life expectancy drops by 4 years, almost
entirely irrespective of age. The INSEE statistics were obtained by factoring in all states
of dependency, from the chronic dependencies such as those linked to Alzheimer’s disease,
to the less severe forms, that often account for several years. Thus, individual longevity is
strongly correlated to dependence level. Obtaining an idea of the global correlation between
the two risks at portfolio level is difficult and requires modelling similar to that presented
in [5]. Finally, it is important to note that the meaning and definition of ”dependence”
(or ”disability”) differs from country to country and across regulatory panels, making the
correlation between longevity and dependence difficult to define.
Thus, insurers have an incentive to develop an internal model, or a partial internal risk
model, to better account for the characteristics and interactions of biometric and financial
risks.
Internal risk models
The alternative to the standard formula for calculating solvency capital requirements
is the use of an internal model (or one or more partial models). In such cases, the internal
model should capture the risk profile of the insurer by identifying the various risks it faces.
Therefore, the internal model should incorporate the identification, measurement and mo-
delling of the insurer’s key risks. As for internal models, the Solvency II guidelines take the
position that in circumstances where an insurer prefers developing its own framework to
assess the incurred risks, the Value at Risk must be used to compute the required capital.
The methodology considered here is highly contrastable with the one already in use in the
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banking industry.
The Value at Risk measure that has been recently introduced within the insurance in-
dustry, is based on yearly available data. This highlights the main difference between the
banking and insurance industries. In banking, access is assured to to high frequency data
that permits computation of daily risk measures ; whereas, in insurance the Value at Risk
is computed over the whole year, and so can assess solvency. The required capital for the
year SCRi, insuring the solvency during this given period, is drawn from the Value-at-Risk
at level α = 0.5% as
SCRi = V aRα(Mi)− E(Mi),
where Mi is the liabilities used to compute the associated solvency capitals.
4.3.3 Risk margin
Finally, the required capital has to yield a return (it is not necessarily fixed, and it
depends on the internal capital targets) each year, as it is sold to shareholders who expect
some return on their investment. The total margin needed to satisfy the return expected
by the shareholders, is called the risk margin. Another method, called the cost of capital
approach, is used determine the market price of risk, and possible transfer values when
added to the best estimate of liabilities. Regulators have highlighted the effectiveness of
risk mitigation such as reinsurance and derivatives to release capital, which is especially
important considering the new additional solvency requirements increase the need for capi-
tal. Therefore, capital markets are an attractive means by which to transfer the longevity
risk, as the traditional reinsurance approach to risk transfer has a limited capacity to fund
and absorb that risk.
4.3.4 Impact of longevity risk on the economy
To think beyond the Solvency II framework, a risk management analysis that incor-
porates dynamic correlations between both life and financial risks should also take into
account the impacts of longevity risk upon the economy. As has been noted, many entities
are concerned by longevity risk, and will find it necessary to hedge the long-term risk. For
example, governments are now facing a retirement challenge coupled with associated longe-
vity risk. The article [1] highlights many of the impacts caused by longevity improvements
for people aged eighty or older on GDP and political decision-making at a national level.
Consequently, population ageing has macroeconomic consequences ; some countries are even
considering it as a factor of economic slackening.
However, this issue can be mitigated : when life expectancy increases, consumption also in-
creases. The ageing of a population does not necessarily correspond to an economic ’ageing’
and associated decline, but could, on the contrary, inspire an economy of ageing. Innova-
tions come in many fields, including but not limited to : medicine, home automation, urban
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planning and transport. In many developed countries, urban redevelopment incorporates
the facilitation of many access types, including free circulation for the elderly.
In 2005, the French Academy of Pharmacy published a report ”Personnes Aˆge´es et Me´-
dicaments” (see [23]) that revealed an increase in medicine consumption by both senior
citizens and the whole medical economy of ageing. Indeed, with an ageing population and
growing demand, medicine consumption increases at a high rate. Moreover, the innovative
pharmaceutical companies are considering the development of new medicines specifically
designed for the elderly.
4.4 Transferring longevity risk
To recap, a steady increase in life expectancy in Europe and North America has been
observed since 1960s, which has and continues to represent a significant and evolving risk
for both pension funds and life insurers. Various risk mitigation techniques have been ad-
vocated to better manage this risk : reinsurance and capital market solutions in particular,
have received growing interest. In February 2010, with the aim of promoting and develo-
ping a transparent and liquid market for longevity risk transfer solutions : AXA, Deutsche
Bank, J.P. Morgan, Legal and General, Pension Corporation, Prudential PLC, RBS and
Swiss Re established the Life and Longevity Markets Association (LLMA). The LLMA is a
non-profit venture supporting the development of consistent standards, methodologies and
benchmarks.
4.4.1 Convergence between insurance and capital markets
Even if no Insurance-Linked Securitisation (ILS) of longevity-risk has so far been im-
plemented, the development of the market for other insurance risks has been experiencing
continuous growth for several years. This growth that has been mainly driven by changes
in the regulatory environment and the distinct need for additional capital in the insurance
industry. Today, longevity risk securitisation lies at the heart of many discussions, and is
widely seen as a viable potential.
The convergence of the insurance industry with the capital markets has become increasin-
gly important over recent years. This convergence has taken many forms, and with mixed
success. In academic discourses, the first theoretical discussion presenting the idea that ca-
pital markets could be effectively used to transfer insurance risk was presented in a paper
by [27]. The authors considered the feasibility of an organised market, questioning how
such a market could complement the reinsurance industry, discussing primarily catastro-
phic risk management. In practice, while some attempts have been made to development an
insurance futures and options market, so far the results have caused some disappointment.
Despite this, the ILS market has grown rapidly over the last 15 years. Many motivations
exist for using ILS instruments, including : risk transfer, capital strain relief, acceleration of
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profits, speed of settlement, and duration. Different motivations, require different solutions
and structures, as the variety of instruments on the ILS market illustrates.
While the non-life section of the ILS market is the most visible, famously trading the highly
successful cat-bonds, the life section of the ILS market is the bigger in terms of transaction
volume. Today’s situation is varied, and there are huge contrasts between the non-life and
the life ILS markets ; with success, failure and future developments resting with the impacts
of the financial crisis. Whilst in the non-life-sector, the credit crisis has had only a limited
noticeable impact, partly due to product structuring, a dedicated investor base and a disci-
plined market modelling and structuring practices, the life-sector has been greatly affected
by the recent crisis. This is mostly due to the structuring of deals and the nature of the
underlying risks : with more than half of the transactions being wrapped, or containing em-
bedded investment risks. Therefore, principles governing the constitution and management
of the collateral account, as well as the assessment of the counterparty risk are central to
current debates aimed at developing a sustainable and robust market.
4.4.2 Recent developments in the transfer of longevity risk
Coming back to longevity risk ; a number of important developments have been obser-
ved over the past 3 years, including increased attention from US and UK pension and life
insurance companies, and an estimated underlying public and private exposure of over 20
trillion USD. Even if a large quantity of private equity transactions have been completed,
very few overt capital market transactions - mainly taking a derivative form (swaps) - have
been achieved.
Despite this limited activity, using the capital markets to transfer part of the longevity-risk
is complementary to traditional reinsurance solutions, and would thus seem to be a natural
move. To date, almost all longevity capacity has been provided by the insurance and rein-
surance markets. Whilst this capacity has facilitated demand to date, exposure to longevity
risk for UK pension funds alone is estimated to exceed 2 trillion GBP. It is therefore clear
that insufficient capacity exists in traditional markets to absorb any substantial portion of
the risk, and only capital markets are a potential capacity provider.
On face value, longevity meets all the basic requirements of a successful market innovation.
However, there are some important questions to consider. To create liquidity and attract
investors, annuity transfers need to move from an insurance format to a capital markets
format.
As a consequence, one of the main obstacles for the development of capital market solu-
tions would appear to be the one-way exposure experienced by investors, since there are
almost no natural buyers of longevity-risk. Inevitably, this could cause problems for de-
mand. Nevertheless, provided it is priced with the right risk-premium, there is potential
for longevity-risk to be formed as new asset class, which could interest hedge funds and
specialised ILS investors.
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Another consideration is that basis-risk could prevent a longevity market from operating
successfully. Indeed, the full population mortality indices have basis risk with respect to the
liabilities of individual pension funds and insurers. Age and gender are the main sources of
basis risk, but also regional and socio-economic basis risk could be significant. Therefore,
the use of standardised instruments based upon a longevity index, with the aim of hedging a
particular exposure, would result in leaving the pension fund or life insurer with a remaining
risk often challenging to understand (and hence, to manage). An important challenge lies in
developing transparency and liquidity by ensuring standardisation, but without neglecting
the hedging purposes of the instruments.
Recently, many different initiatives have been undertaken in the market, which aim at in-
creasing the transparency concerning longevity-risk and contributing to the development of
longevity-risk transfer mechanisms.
4.4.3 Various longevity indices
Among the different initiatives to improve visibility, transparency and understanding of
longevity-risk, various indices have been created. A longevity-index needs to be based on
national data (available and credible) to have some transparency, but must also be flexible
enough to reduce the basis-risk for the original longevity-risk bearer. National statistical
institutes are in a position to build up annual indices based on national data, which could
incorporate projected mortality rates or life expectancies (for gender, age, socio-economic
class and so on). Potentially, such a move could limit basis-risk and help insurance companies
form a weighted average index pertinent to their specific exposure.
Today, the existing indices 7 are :
• Credit Suisse Longevity Index, launched in December 2005, is based upon national
statistics for the US population, incorporating some gender and age specific sub-
indices.
• JP Morgan Index with LifeMetrics, launched in March 2007. This index covers the US,
England, Wales and the Netherlands, by national population data. The methodology
and future longevity modelling are fully disclosed and open, (based upon a software
platform that includes the various stochastic mortality models).
• Xpect Data, launched in March 2008 by Deutsche Borse. This index initially delivered
monthly data on life expectancy in Germany, but has now been extended to include
the Netherlands.
7. The Goldman Sachs Mortality Index, launched in December 2007, was based on a sample of insured
over 65s in the U.S. It targeted the life settlement market, but was discontinued in December 2009, following
the global financial crisis.
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4.4.4 q-forwards
JP Morgan has been particularly active in trying to establish a benchmark for the
longevity market. Not only have they developed the LifeMetrics longevity risk platform,
but have developed standardised longevity instruments called ”q-forwards”. These contracts
are based upon an index that draws upon on either the death probability or survival rate
as quoted in LifeMetrics. Naturally, survivor swaps are the intuitive hedging instruments
for pension funds and insurers. However, the importance assigned to the starting date of
the contract (owing to the survival rate being path-dependent), may reduce the fungibility
of the different contracts in relation to the same cohort and time in the future. Therefore,
mortality swaps are also instruments likely to be applicable. The mechanisms of a q-forward
can be summarised as follows :
Counterparty A
(fixed rate payer)
Counterparty B
(fixed rate receiver)
Notional × 100 ×
fixed death probability
Notional × 100 × rea-
lized death probability
Notional Amount GBP 50,000,000
Trade Date 31 Dec 2006
Effective Date 31 Dec 2006
Maturity Date 31 Dec 2016
Reference Year 2015
Fixed Rate 1.2000%
Fixed Amount
Payer
JPMorgan
Fixed Amount Notional Amount × Fixed Rate × 100
Reference Rate LifeMetrics graduated initial death probability for 65-year-
old males in the reference year for England & Wales national
population
Floating Amount
Payer
WYZ Pension
Floating Amount Notional Amount × Reference Rate × 100
Settlement Net settlement = Fixed amount - Floating amount
Figure 4.7 – An example of a q-forward contract
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The mechanisms of the q-forwards can be understood simply : a pension-fund hedging
its longevity-risk will expect to be paid by the counterpart of the forward if the mortality
falls by more than expected. So typically, a pension fund is a q-forward seller, while an
investor is a q-forward buyer.
4.4.5 Longevity swap transactions and basis risk
Over the last 3 years, a number of longevity swap transactions have taken place. The
transactions have occurred in private ; therefore, their pricing remains confidential and sub-
ject to the negotiation between the parties involved in the deal. Some swaps were contracted
between a life insurance company and a reinsurer as a particular reinsurance agreement ;
whilst, others have involved counterparts outside the insurance industry. Most of these tran-
sactions have a long-term maturity and incorporate an important counterparty risk, which
is difficult to assess given the long term commitment. As a consequence, the legal discus-
sions around these agreements make them a particularly drawn out contract to finalise.
Longevity swaps mainly take two forms, depending on whether they are index-based or
customised. Two differing longevity swaps arranged by JP Morgan in 2008 are discussed
below :
A customised swap transaction In July 2008, JP Morgan executed a customised 40
year longevity swap with a UK life insurer for a notional amount of GBP 500 million.
The life insurer agreed to pay fixed payments, and to receive floating payments, replicating
the actual benefit payments made on a closed portfolio of retirement policies. The swap is
before all a hedging instrument of cash flows for the life insurer, with no basis risk.
At the same time, JP Morgan entered into smaller swaps with several investors that had
agreed to take the longevity risk at the end. In this type of indemnity based transaction,
the investors have access to the appropriate information to enable them to assess the risk of
the underlying portfolios. The back-to-back swap structure of this transaction means that
JP Morgan has no residual longevity exposure. The longevity risk is transferred from the
insurer to the investors, in return for a risk premium. The counterparty risk for such a swap
is important given the long term maturity of the transaction, and the number of agents
involved.
A standardised transaction : Lucida In January 2008, JP Morgan executed a 10 year
standardised longevity swap with the pension insurer Lucida for a notional sum of GBP
100 million ; with an underlying risk determined by the LifeMetrics index for England and
Wales. This swap structure enabled a value-hedge for Lucida, who have in this case agreed
to keep the basis risk. For more details on both transactions, and longevity swaps, see [2].
As previously outlined, longevity-risk is highly particular. The market for longevity-risk
is also very distinct, being strongly unbalanced in terms of exposures and needs. This
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makes the question of the pricing of risk transfer solutions markedly important. Yet, even
before this, the problem of designing suitable, efficient and attractive structures for both
risk bearers and risk takers is absolutely essential to tackle. This is underlined by the
failure of the EIB-BNP Paribas longevity bond 8 in 2005. The recent financial crisis has
also emphasised the importance of assessing counterparty-risk, and properly managing the
collateral accounts which help to secure transactions. These questions are even more critical
when considering longevity-risk : firstly, due to the long-term maturity of the transactions ;
but secondly, the social, political and ethical nature of the risks involved.
4.5 Modelling issues for pricing
Designing longevity-based securities brings together various modelling issues besides
form the challenges of pure longevity risk modelling. An initial issue, is that the pricing of
any longevity ”derivative” is not straightforward, as it is dependent upon both estimations
of uncertain future mortality-trends, and other levels of uncertainty. This risk induces a
mortality-risk premium that should be priced by the market. However, because of the
absence of any liquid traded longevity-security, it is today impossible to rely on market
data for pricing purposes. Long-term interest rates should play a key role in the valuation
of such derivatives with long maturities (up to 50 years), which is likely to create new
modelling challenges.
4.5.1 Pricing methodologies
In this section, methodologies for pricing longevity-linked securities are investigated. As
the longevity market is an immature market, based on a non-financial risk, the classical
methodology of risk-neutral pricing cannot be used carelessly. Indeed, the lack of liquidity
in the market induces incompleteness, as it is typically the case when non-hedgeable and
non-tradable claims exist. Thus, to price some financial contracts on longevity-risk, a clas-
sical arbitrage-free pricing methodology is inapplicable as it relies upon the idea of risk
replication. The replication technique is only possible for markets with high liquidity and
for deeply traded assets. It induces a unique price for the contingent claim, which is the
cost of the replicating portfolio hedging away the market risk. Hence, in a complete market,
the price of the contingent claim is the expected future discounted cash-flows, calculated by
the unique risk-neutral probability measure. In contrast, in an incomplete market, such as
a longevity-linked securities market, there will be no universal pricing probability measure,
making the choice of pricing probability measure crucial.
What will be a good pricing measure for longevity ? It is expected that the historical proba-
bility measure will play a key role, due to the reliable data associated with it. Therefore, it
8. This bond project with a maturity of 25 years included coupons based on a survivor index
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seems natural to look for a pricing probability measure equivalent to the historical proba-
bility measure. Important factors to consider, are that a relevant pricing measure must be :
robust with respect to the statistical data, but also compatible with the prices of the liquid
assets quoted in the market. Therefore, a relevant probability measure should make the link
between the historical vision and the market vision. Once the subsets of all such probability
measures that capture the desired information is specified, a search can commence for the
optimal example by maximising the likelihood or the entropic criterion.
Characterisation of a pricing rule
Questions concerning the pricing rule are also essential when addressing financial tran-
sactions in an incomplete market. If a risky cash flow F with a long-term maturity is
considered ; for example, for the EIB-BNP Paribas longevity bond mentioned in Section
4.4.5, the cash flow F corresponds to the sum of the discounted coupons.
Classical static pricing methods The change from the historical measure to the pricing
measure introduces a longevity risk premium. This method is similar to those based upon
actuarial arguments, where the price of a particular risky cash-flow F can be obtained as
pi(F ) = EP(F ) + λσP(F ).
The risk premium λ is a measure of the Sharpe ratio of the risky cash-flow F . Different
authors have studied the impacts of different choices of probability measures on the pricing
([34]) for the other types of financial contracts, such as weather derivatives.
As recalled before, in a highly liquid and complete market where risky derivatives can be
replicated by a self-financing portfolio, the risk-neutral (universal) pricing rule is used :
pi(F ) = EP∗(F ) = EP(F ) + cov
(
F,
dP∗
dP
)
.
This pricing rule is linear, as the actuarial rule does not take into account the risk induced by
large transactions. However, in those cases where hedging strategies cannot be constructed,
the nominal amount of the transactions becomes an important risk factor. In such cases, this
methodology is no longer accurate, especially when the market is highly illiquid. A seemingly
more appropriate methodology to address this problem is the utility based indifference
pricing methodology presented below.
Indifference pricing In an incomplete market framework, where perfect replication is
no longer possible, a more appropriate strategy involves utility maximisation. Following
[33], the maximum price that an agent is ready to pay is relative to their indifference
towards the transaction and according to their individual preference. More precisely, given
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a utility function ub and an initial wealth of W b0 , the indifference buyer price of F is pi
b(F )
determined by the non-linear relationship :
EP
(
ub(W b0 + F − pib(F )
)
= EP
(
ub(W b0 )
)
.
This price, which theoretically depends upon initial wealth and the utility function, is not
necessarily the price at which the transaction will take place. This specifies an upper bound
to the price the agent is ready to pay. Similarly, the indifference seller price is determined
by the preference of the seller, and characterised by
EP
(
us(W s0 − F + pis(F )
)
= EP
(
us(W s0 )
)
. (4.2)
It should be noted that this pricing rule is non-linear and difficult to compute, and provides
a price-range rather than a single price.
Fair price for small transactions Agents who are aware of their sensitivity to unhed-
geable risk can attempt to transact at a low price when forming a risky contract. In this
case, the buyer wants to transact at the buyer’s ”fair price” : which corresponds to the zero
marginal rate of substitution pb.
∂θEP
(
ub(W b0 + θF )
)|θ=0 = ∂θEP[ub(W b0 − θp(F ))]|θ=0
that implies pb(F ) = EP
(
ubx(W
b
0 )F
)
/EP
(
ubx(W
b
0 )
)
. (4.3)
The same formula holds when the random initial wealth W b0 is in fact the value of the
optimal portfolio found in the classical optimisation problem when considering the scenario
of an incomplete market utility function ub. In this case, the normalised random variable
ubx(W
b
0 ) may be viewed as the optimal martingale measure.
When both agents have the same utility function, they can transact at this fair price.
Therefore, with an exponential utility function, the fair price for a small transaction is
equivalent to the one given by the expectation under an equivalent probability measure.
This methodology can be compared to the Wang transform, which is a distortion of the
historical probability (see the approach of [17]). If we linearise the Wang transform an
equivalent change in probability measures can be produced. The potential shortcomings of
this approach are discussed in [4].
Economic point of view When approaching the same subject from an economic point
of view, the transaction price can be said to form an equilibrium price. This occurs bet-
ween either the seller and buyer, or different players in the market. It can be described
as a transaction where the agents simultaneously maximise their expected utility (Pareto-
optimality). Obviously a transaction only takes place where there are two agents for whom
pib(F ) ≥ pis(F ).
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A dynamic point of view
The economic pricing methodologies described in the above subsection are static and
correspond in this respect mainly to an insurance or accounting point of view. However, the
standard financial approach to pricing is different, as it relies on the so-called, risk-neutral
methodology. The main underlying assumption of this approach is that it is possible to
replicate cash flows of a given transaction dynamically using basic traded securities in a
highly liquid market. Using a non-arbitrage argument, the price of the contract is uniquely
defined by the cost of the replicating strategy. Using a risk-neutral probability measure
as a reference, it can also be proven that this cost is in fact the expected value of the
discounted future cash flows. This approach is clearly dynamic, since the replicating strategy
is dynamically constructed. Note : the replicating portfolio is not only a tool to find the price
of the contract, but can also be used to dynamically hedge the risks associated with the
transaction. Since the cash flows are discounted and longevity-linked securities have a long
maturity, this approach raises some specific issues relating to dynamic long-term interest-
rates (see subsection 4.5.2). In any case, adopting such an approach for the pricing of
financial contracts based upon mortality- or longevity-risks requires the underlying risks to
be dynamically modelled (see subsection 4.5.2). It is important to emphasise that a highly
liquid underlying market is essential for the construction of such a replicating strategy.
Nevertheless, as has been mentioned, the present state of the longevity market is far from
liquid, and the applicability of risk neutral methodology has been questioned in many
research papers ; including [4]. It could be argued that to extend the fair price approach
to an illiquid and dynamic setting is an appropriate action. Since a perfect hedge does not
exist, we can extend (4.3) as
sup
(
EP
(
us(W s0 − F + pis(F )
))
= EP
(
us(W s0 )
)
, (4.4)
where pis(F ) is no longer a static price, but a dynamic price strategy associated with a
hedge, and the supremum in (4.4) is taken over the strategies. Thus an optimal hedge,
given criteria (4.4) is derived (see [3]).
Design issues
Due to the absence of liquidity and maturity in the longevity market, a dynamic re-
plicating strategy cannot be constructed ; and therefore, the various risks embedded in a
longevity transaction will be difficult to dynamically hedge . As a consequence, investors
will consider the pricing and design of a transaction in order to select the one, which from
their point of view seems the least risky. Therefore, the design of new securities is clearly an
extremely important feature of the transaction ; in fact, it may mean the difference between
success and failure.
The problem that will be considered next, is the design of a contract F and a price pi(F )
that are desirable for both the buyer and seller to form a transaction. Such a problem
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is studied in detail by [3]. An interesting feature of the risk transfer emerges when both
agents have the same utility function but different risk tolerances : ub(x) = γbu(x/γb) and
us(x) = γsu(x/γs). Given an initial risk that the seller wants to partially transfer to the
buyer, the best choice is to transfer F ∗ = γ
b
γs+γb
X. Thanks to the optimality of F ∗, it
can be shown that a pricing probability measure common to both agents still exists, but
that it depends upon the pay-out of the derivatives. Nevertheless, this feature is in some
ways simplistic, as investors do not usually share the same utility function (because, for
example, they do not have access at the same market). Thus, such issues are not reduced
in the transfer mentioned above ; but, in fact, become more crucial and complex.
4.5.2 Dynamic modelling of the underlying risk
Dynamic pricing approaches raise a number of issues related to the modelling of the un-
derlying risk. In addition to longevity-risk, financial contracts on longevity are also exposed
to long-term interest rate risk. Due to the lack of liquidity on the long-term horizon, the
interest rate risk should be handled differently from the rate explored in typical financial
modelling. In addition, as introduced in Section 4.2, the underlying longevity-risk should
be undertaken through a continuous-time rather than a discrete-time framework.
Long-term interest rates
Financial contracts on mortality-related risks, typically have a maturity up to 20 years.
Whilst in contrast, longevity-linked securities are typically characterised by a much lon-
ger maturity (40 years and beyond). In the case of the vast majority of such contracts,
there is an embedded interest rate risk. For the shorter-term time-horizon, the standard
financial models perform appropriately to model the underlying risk. However, this is no
longer the case for longer maturities. In such scenarios, the interest rate market becomes
highly illiquid and the typical financial attitude is not easily extendable. Nevertheless, an
abundant literature on the economic aspects of long-term policy-making has been develo-
ped (see for example [25, 26], [32] or [9]). Much of this discourse focuses on the aggregate
behaviour of all agents, and the representation of the economy is limited to the strategy
of the representative agent. The derivation of the yield-curve for far-distant maturities is
induced from the maximisation of the representative agent’s inter-temporal utility function
on the aggregate consumption. This leads to the so-called ”Ramsey rule”. Nevertheless, in
the economic literature on long-term policy-making, dynamic modelling processes are not
common, with the majority of space dedicated to deterministic methodology with static
random perturbations. Furthermore, the global approach with a representative agent never
takes into account the existence of a financial market. To price and study longevity-linked
securities involving clearly long-term interest rates, the financial markets need to be put at
the heart of methodological preoccupations (see a forthcoming paper of [14]).
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Stochastic mortality modelling for financial transactions
For the effective pricing longevity linked securities, future mortality forecasting models
need to be developed that are more accurate than those currently used by insurance com-
panies. Thus, the models introduced in Section 4.2.1 can be enriched by factoring in more
uncertainty into their parameters. As previously discussed, in a deterministic approach for
the hazard rate µ(x, t), the survival probability of an individual aged x at time t is defined
as :
St(x, T ) = Pt (τ > x+ (T − t) | τ > x) = exp(−
∫ T
t
µ(x+ s− t, s)ds). (4.5)
This can also be extended to a stochastic hazard rate µ(x, t) using two different ap-
proaches : Firstly, by analogy with periodic life tables, the period approach models the
process s→ µ(x, s) for each age x ; in this case, µ(x, s) is referred to as the spot mortality
rate (see [40]). Secondly, by analogy with life tables, the approach is cohort-based, and
instead, models the process s→ µ(x+ s, s), taking into account the evolutionary future of
mortality.
More precisely, let (Ω, (Ft)t≥0,P) be a probability space representing the uncertainty under
the historical probability measure P. The intensity process µ(x, t) is adapted to the infor-
mation Ft available to the agents at any time t. The survival probability is now defined
as :
St(x, T ) = Pt
(
τ > x+ (T − t) | τ > x) = Et( exp(−∫ T
t
µ(x+ s− t, s)ds)
)
. (4.6)
Here Pt(.) stands for the conditional probability of P with respect to Ft, and x for the age
of the cohort at time t.
Using Equation (4.6), the hazard rate can be defined as :
µ(x, T ) = − lim
t↑T
∂T lnSt(x, T )
= lim
t↑T
[
− ∂
∂T
ln Et(exp(−
∫ T
t
µ(x+ s− t, s)ds))
]
. (4.7)
Note that µ(x, T ) is indeed µ(xT , T ), where xT is the age of the individual at time T .
Alternatively, if a cohort based mortality model is considered, the quantity can be defined
as µt(x, T ), where x is the age at time t by :
µt(x, T ) = − ∂
∂T
lnEt
(
exp(−
∫ T
t
µ(x+ s− t, s)ds
)
. (4.8)
By analogy with interest rate frameworks or credit risk modelling, µt(x, T ) is termed as
the instantaneous forward mortality rate. Note that St(x, T ) in this case is equivalent to
the price at time t of a defaultable zero-coupon bond maturing at T . This definition is
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extremely useful when valuing insurance contracts, as it takes into account the whole age-
term structure of mortality, which, is consistent with insurer practices.
Yet, in the periodic approach of mortality modelling (spot mortality rates), some authors
([42] and [20] or [8]) introduce the so-called intensity framework to stochastic mortality
modelling, which is very popular both in interest rate and credit risk modelling. By doing so,
they draw an analogy between death-time and the default-time. Moreover, this methodology
underpins the derivation of closed-form formula for survival probabilities, especially when
assuming an affine diffusion for the mortality hazard rate process µ(x, t). However, this class
of processes shows restrictive behaviours, and does not ensure positive mortality intensities.
In fact, [29] have outlined these drawbacks, introducing a new class of processes : the so-
called quadratic class. Following this approach, [28] use a quadratic stochastic intensity
model with a Gaussian autoregressive factor to model data on spot mortality rates ; a
method proving to be more suitable and consistent with historical data. They also emphasise
the tractability of such processes when used to evaluate insurance contracts that apply a
risk-neutral approach. Nevertheless, the intensity approach for mortality is more complex
than in credit-risk, because the hazard rate depends on the age x, which is a difficult
dependency to model and capture in such a framework.
Consequently, it is essential from this point on to understand precisely what data the various
parameters of the models have to estimate statistically. The most accurate and reliable data
available is the national data of mortality. However, as we have mentioned in Section 2.4,
these mortality tables are heterogeneous and present significant differences from one country
to another.
The statistical data will be used to construct pricing methodologies for longevity-linked
securities. For derivatives written on non-financial risk in an immature market, there would
be no financial benchmark to estimate the market risk premium.
4.6 Conclusion
This paper has discussed the most up-to-date knowledge and modelling on longevity
risk. The specificities of longevity risk compared with other insurance risks - concerning in
particular, trend sensitivity, geographical variability and the associated long-term maturities
- means longevity risk is highly intricate and all the more so considering the potential
financial and non-financial correlations with other risk sources.
Recently, the life insurance sector and insurance industry in general have been set to adopt
new regulations intended to ensure increased accuracy in risk-assessment, and tighter rules
governing the management of solvency risk. These regulations, combined with the increasing
convergence between the insurance and capital markets, has opened the way for alternative
risk management solutions and innovative risk transfers. To support the growth of this
emerging market, a number of actions must be taken. Firstly, asymmetry of information
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between the various agents potentially involved in transactions needs to be reduced. Also,
it is necessary to develop specific pricing methods and partial hedging methodologies that
are better-suited to both the particular features of longevity-risk and to the immature
and illiquid state of the current market. However, as a result of the long maturities of the
potential transactions, additional challenges are also expected for the modelling of long
term interest rates.
The challenges of longevity-risk are not only a concern for the insurance industry ; they
are at the very core of the political, economic and strategic discourses that will guide the
the design of the ”effective” retirement age policies and pension schemes that will meet the
future challenges of our society. The potential impacts of longevity risk are highly significant
at various levels of society and the global economy, which will make better management of
these risks one of the key challenges of the coming decade. Interactions with other sources
of risk, such as dependence, economy and ecology, have not been investigated in-depth in
this paper : however, it would be of great interest to see future research that studies the
impacts of longevity on the larger economy and the environment at the macro-level.
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Chapitre 5
Mode´lisation de la mortalite´
individuelle
Introduction
Ce chapitre concerne l’e´tude d’un mode`le de mortalite´ individuel par aˆge et par traits.
Nous caracte´risons l’influence de certaines caracte´ristiques sur la mortalite´ et nous e´tudions
la calibration du mode`le.
Motivations
L’e´volution de la mortalite´ dans le temps est assez complexe et de nombreux chercheurs
essaient de la mode´liser. Historiquement, le logarithme du taux de mortalite´ des individus
e´volue dans le temps avec une tendance et des variations autour de cette tendance. Les
mode`les mathe´matiques standards de mortalite´ essaient de capter la tendance et la vola-
tilite´ de cette e´volution. Les mode`les de type Cairns Dowd and Black (CDB) [3, 4] ou les
mode`les de type Lee Carter [19, 20, 27] conside`rent que le taux de mortalite´, pour un sexe
donne´, est une fonction de l’aˆge et du temps uniquement. Ces mode`les peuvent e´galement
capter un effet cohorte ou un effet ge´ne´rationnel [37, 29, 28] en rajoutant une composante
de mortalite´ de´pendant de la date de naissance de l’individu.
Il existe d’autres type de mode`les de mortalite´ stochastique dont la plupart sont inspire´s de
mode`les utilise´s dans le monde de la finance. Les mode`les de mortalite´ avec une diffusion
de type affine [33, 15] s’inspirent du monde des taux d’inte´reˆt et permettent de de´crire au
mieux ces effets de tendance et de volatilite´. De plus, des ruptures de tendance sont obser-
ve´es dans l’e´volution de la mortalite´ et apparaissent espace´es dans le temps a` des intervalles
de temps de quelques dizaines d’anne´es. Des travaux re´cents cherchent a` capter ces ruptures
de tendance de mortalite´ dans le temps afin d’en tenir compte dans les projections futures
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a` des horizons lointains [14].
Afin d’avoir une meilleure description de la mortalite´, il serait inte´ressant de de´terminer un
niveau mortalite´ spe´cifique a` chaque individu. Actuellement, les informations utilise´es sont
l’aˆge et le sexe mais il existe d’autres variables (individuelles et environnementales) qui ont
un impact significatif. Les tables de mortalite´ nationale correspondent a` un niveau moyen
de mortalite´ et nous cherchons a` avoir un taux de mortalite´ individuel qui tient compte des
caracte´ristiques des individus.
Une application importante de ce type de mode`le est le domaine de l’assurance vie. De
nouvelles tables de mortalite´ par aˆge et par traits pourraient eˆtre tre`s utiles dans le monde
de l’assurance. En effet, une grande proble´matique des assureurs est que la mortalite´ des
assure´s est diffe´rente de la mortalite´ moyenne nationale. Les assure´s vivent intrinse`quement
plus longtemps puisqu’ils ont a priori un statut socioe´conomique supe´rieur a` la moyenne.
Les assureurs observent cet e´cart significatif de mortalite´ mais ont du mal a` le quantifier
et a` en tenir compte : ce phe´nome`ne est appele´ risque de base ou risque spe´cifique. Les
mode`les standards de mortalite´ par aˆge n’aborde uniquement que le risque de longe´vite´
syste´mique (risque a` l’e´chelle nationale). L’extension a` ce type de mode`le permettrait de
prendre en compte a` la fois le risque syste´mique et le risque spe´cifique.
Pre´sentation du travail
Ce chapitre conside`re un mode`le de mortalite´ qui s’inspire des mode`les de type Cairns
tenant compte non seulement de l’aˆge et du temps mais aussi d’un ensemble de caracte´ris-
tiques susceptibles de modifier le taux de mortalite´ d’un individu. L’ide´e de ce mode`le est
de tenir compte de toute l’information disponible sur les individus pour e´valuer pre´cise´ment
leur taux de mortalite´.
Selon certains de´mographes, la re´duction de la mortalite´ en Europe re´sulterait pour 20% de
l’e´volution du niveau socioe´conomique des individus, pour 30% de l’e´volution de l’e´ducation
et des comportements et pour 50% des nouvelles connaissances me´dicales et technologiques
[26]. Nous pouvons d’ailleurs citer des e´tudes e´conomiques effectue´es par l’IRDES [17, 8]
qui de´crivent l’existence d’une relation entre le niveau socioe´conomique et la mortalite´ : par
exemple, en ce qui concerne l’espe´rance de vie des individus de 35 ans, il y a actuellement
un e´cart de plus de 6 ans entre les cadres et les ouvriers. De plus, les conditions de vie lie´es
a` l’environnement dans lequel un individu e´volue ont elles aussi un impact significatif sur
son niveau de mortalite´. L’analyse de ces e´tudes permet de se´lectionner les traits qui vont
impacter significativement les taux de mortalite´ et d’avoir une intuition sur l’influence de
chaque caracte´ristique. Le mode`le de mortalite´ par aˆge et par traits prendra en compte ces
caracte´ristiques et nous ve´rifierons que ce mode`le confirme la plupart de ces intuitions.
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Enfin, avec l’e´mergence de nouvelles pande´mies de grippe dans le monde, il nous est apparu
important de tenir compte de la surmortalite´ due aux catastrophes naturelles ou humaines.
Au cours du vingtie`me sie`cle, l’Europe a connu 3 grandes catastrophes comme la grippe
espagnole qui a fait des millions de morts ainsi que les deux guerres mondiales. La prise en
compte de ce type d’e´ve´nements dans la mode´lisation a un impact important sur l’e´tude
de la mortalite´ a` long terme.
Tout d’abord, nous rappelons le mode`le de Cairns classique par aˆge dont nous de´taillons
les proprie´te´s. Nous de´crivons la me´thode de calibration de ce mode`le et nous proposons
une e´tude empirique de ”backtesting” pour de se´lectionner la plage de donne´es a` utiliser
pour la calibration. Nous proposons une me´thode de la prise en compte des pande´mies et
catastrophes naturelles dans la mode´lisation du taux de mortalite´.
Ensuite, nous analysons diffe´rentes e´tudes e´conomiques et de´mographiques de´crivant une
e´tude statistique de la mortalite´. Ces e´tudes permettent d’identifier quelles sont les carac-
te´ristiques, individuelles (autres que l’aˆge) et globales (lie´es au pays ou a` la re´gion) ayant
une influence sur le niveau de mortalite´. Nous faisons re´fe´rence a` de nombreuses e´tudes
e´conomiques et de´mographiques afin de de´terminer les facteurs explicatifs de mortalite´.
Dans une troisie`me partie, nous introduisons un mode`le dans lequel le taux de mortalite´
de´pendra de certaines caracte´ristiques individuelles et de certaines caracte´ristiques globales
de l’environnement dans lequel la population e´volue. L’ide´e est que le mode`le doit rester
cohe´rent avec les mode`les classiques de mortalite´ par aˆge calibre´s sur les tables de re´fe´rence
qui de´crivent un taux de mortalite´ national en fonction de l’aˆge et du sexe (Human Morta-
lity Database (HMD), INSEE). Ainsi, lorsqu’une information sur l’individu est disponible
comme par exemple le statut matrimonial, son taux de mortalite´ est modifie´. Cependant,
si cette information n’est pas disponible, il faut que le taux de mortalite´ soit e´gal au taux
de mortalite´ national par aˆge et par sexe.
Afin de calibrer ce mode`le, nous utilisons des donne´es issues de l’e´chantillon de´mographique
permanent 1 (EDP) de l’INSEE [16] qui fournissent un taux de mortalite´ par aˆge et par
traits. L’EDP est un e´chantillon de la population franc¸aise dont l’effectif correspond a`
environ 1% de la population totale et pour lequel chaque individu est recense´ avec un en-
semble de caracte´ristiques (cate´gories socioprofessionnelles, statut matrimonial, niveau de
diploˆmes,...). Nous proposons une me´thode de calibration du mode`le de mortalite´ par aˆge
et par traits sur ces donne´es individuelles.
1. Nous remercions l’INSEE et en particulier Antoine Frachot et Xavier Niel pour nous avoir
autorise´ a` utiliser ces donne´es pre´cieuses
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Finalement, nous avons e´tudie´ l’impact de la cate´gorie socioprofessionnelle, du niveau d’e´du-
cation et du statut matrimonial pour lequel nous avons pu nous procurer des donne´es. Ce
mode`le prend aussi en compte l’e´volution de l’influence de ces facteurs dans le temps. En
effet, l’e´volution des mœurs et le changement des comportements modifient l’influence de
certains traits au cours du temps. Par exemple, la notion de mariage a fortement e´volue´ ces
dernie`res anne´es avec un nombre important de couples vivant ensemble sans eˆtre marie´s.
L’extension de la notion classique de taux de mortalite´ par aˆge a` un taux de mortalite´ indi-
viduel qui de´pend de l’aˆge et de traits caracte´ristiques des individus et de l’environnement
du pays permettrait de cre´er de nouvelles tables prospectives de mortalite´.
5.1 E´tude du mode`le de Cairns de´crivant la mortalite´ par
aˆge
Il existe de nombreux mode`les de projections de mortalite´ comme le mode`le de Lee
Carter [19, 20, 27], le mode`le de Cairns [3, 4, 5] et les mode`les affines [33, 15] pour n’en
citer que quelques uns. Il aurait e´te´ possible de mener l’e´tude qui suit avec un autre mode`le
de mortalite´ tel que le mode`le de Lee Carter. Nous nous inte´ressons plus pre´cise´ment au
mode`le classique de mortalite´ a` deux facteurs introduit par Cairns (M5). Ce mode`le consiste
en une re´gression logistique du taux de mortalite´ par rapport a` l’aˆge de l’individu (avec
distinction e´ventuelle du sexe) en conside´rant que les coefficients de la re´gression sur l’aˆge
sont stochastiques. Le mode`le de Cairns va pre´senter de nombreux avantages pour l’e´tude
mene´e dans la suite dans la the`se (Chapitre 6, Chapitre 7, Chapitre 8). En effet, le taux
de mortalite´ reste rigoureusement borne´ entre 0 et 1 graˆce a` l’utilisation de la fonction
”logit”et les variables cate´gorielles ont une interpre´tation inte´ressante en terme de re´gression
logistique.
5.1.1 Description et justification du mode`le de mortalite´
Le taux de mortalite´ pour l’aˆge a a` la date t est note´ q(a, t) correspond a` la probabilite´
d’un individu d’aˆge a de de´ce´der au cours de l’anne´e calendaire t. Le mode`le de Cairns
classique mode´lisant la fonction logit (q(a, t)) = ln
(
q(a,t)
1−q(a,t)
)
a` l’aide d’un facteur A(t) =
(A1(t), A2(t))
> s’e´crit de la manie`re suivante :
logit [q(a, t)] = A1(t) + aA2(t)
A(t+ 1) = A(t) + µ+ CZ(t+ 1), (5.1)
ou` µ = (µ1, µ2)
> est le drift repre´sente´ par un vecteur constant de taille 2× 1 et C est une
matrice 2×2 triangulaire infe´rieure de Cholesky refle´tant les volatilite´s et la corre´lation des
facteurs A1 et A2. Les composantes du vecteurs gaussien Z(t) sont des variables gaussiennes
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inde´pendantes centre´es re´duites. L’estimation des parame`tres µ et C se fait par re´gression
line´aire sur l’historique des courbes de mortalite´ par aˆge. En effet, a` chaque date t, on consi-
de`re la courbe des logit de mortalite´ par aˆge logit(q(t, a)) et on calcule les coefficients de
la re´gression line´aire A1(t) et A2(t). Ce proce´de´ fournit un e´chantillon de coefficients dont
les diffe´rentiels sont suppose´s gaussiens de moyenne µ et de matrice de variance-covariance
Σ = CTC. Ce mode`le inclut une composante d’ame´lioration de la longe´vite´ A1(t) inde´pen-
dante de l’aˆge et une deuxie`me composante A2(t) qui mitige les effets d’ame´lioration aux
aˆges e´leve´s. Il existe e´ventuellement une corre´lation entre ces deux facteurs au travers de la
matrice C, mais cette corre´lation n’aura pas une influence majeure e´tant donne´ son ordre
de grandeur. La dynamique des facteurs A1(t) et A2(t) de´pend de parame`tres constants et
de´crit la mortalite´ a` l’e´chelle nationale.
Dans le mode`le classique de Cairns, le ”logit” de mortalite´ est mode´lise´ comme une fonction
affine de l’aˆge :
logit (q(a, t)) = logit (q(a, t− 1)) + µ(a) + σ(a)Zt,
ou` Zt est une loi normale centre´e re´duite tire´e a` la date t et ou` σ(a)
2 = (C11+aC21)
2+a2C22.
En analysant l’historique des logit de courbes de mortalite´, on observe un caracte`re line´aire
en temps avec une tendance qui de´pend de l’aˆge ainsi qu’un comportement variationnel
autour de cette tendance. En dehors des deux grandes guerres, l’effet tendance en France
est justifie´ et permet d’expliquer pour une grande part l’e´volution de la mortalite´ pour la
tranche d’aˆge 30/90 ans. On repre´sente les courbes de mortalite´ des hommes (il en aurait e´te´
de meˆme pour les femmes/ pour certains aˆges entre 1900 et 2007 et on observe effectivement
une e´volution line´aire dans le temps avec des variations autour d’une tendance. On note aussi
la pre´sence de ruptures de pentes au cours du sie`cle dernier (voir Figure 5.1 a` Figure 5.4)
Figure 5.1 – E´volution du logit de la mortalite´ infantile des hommes en France
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Figure 5.2 – E´volution du logit de la mortalite´ des hommes de 40 ans en France
Figure 5.3 – E´volution du logit de la mortalite´ des hommes de 70 ans en France
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Figure 5.4 – E´volution du logit de la mortalite´ des hommes de 90 ans en France
De plus, le mode`le consiste a` conside´rer un drift et une volatilite´ line´aire en l’aˆge et ceci
se justifie encore largement en regardant l’historique des courbes de mortalite´ en fonction
de l’aˆge a` certaines pe´riodes. En effet, a` partir de l’aˆge de 35 ans, la line´arite´ en aˆge est
presque parfaite et on peut e´ventuellement capter la le´ge`re non line´arite´ en effectuant une
re´gression quadratique (voir Figure 5.5 a` Figure 5.7). A` partir de 1990, la non-line´arite´ en
aˆge s’intensifie et il faudra penser a` ame´liorer le mode`le pour les aˆges faibles dans le but
d’une mode´lisation de la de´mographie.
Figure 5.5 – E´volution du logit de la mortalite´ France en fonction de l’aˆge en 1950
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Figure 5.6 – E´volution du logit de la mortalite´ France en fonction de l’aˆge en 1970
Figure 5.7 – E´volution du logit de la mortalite´ France en fonction de l’aˆge en 1990
Pour identifier la tendance et la volatilite´, on analyse le logit(q(a, t)) comme une se´rie
temporelle :
logit(q(a, t)) = mt(a) + t(a)
= m0(a) + µ(a)t+ t(a)
On pose logit(a) = 1n
∑n
t=1 logit(q(t, a)), l’indicateur de la tendance centrale moyenne par
aˆge. La tendance de la se´rie temporelle est donc repre´sente´e par le coefficient µˆ(a) dont
la valeur est estime´e par la me´thode des moindres carre´s sur une pe´riode de n dates de la
manie`re suivante :
µˆ(a) =
12
n(n2 − 1)
(
n∑
t=1
tlogit(q(a, t))− n+ 1
2
nlogit(a)
)
.
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La variance empirique qui est l’indicateur de dispersion peut se calculer de la manie`re
suivante :
σˆ2(a) =
1
n
n∑
t=1
(logit(q(a, t))− logit(a))2.
On va donc chercher a` voir si la tendance estime´e µˆ(a) et la volatilite´ estime´e ˆσ(a), qui
sont associe´es aux parame`tres µ(a) et σ(a), sont bien line´aires en l’aˆge afin de justifier la
forme du mode`le. Sur une pe´riode assez longue ne contenant pas les variations importantes
dues aux guerres (1954/2006), on repre´sente la tendance µˆ(a) et la volatilite´ ˆσ(a) de la se´rie
temporelle correspondante.
Figure 5.8 – Analyse de la pente du logit en fonction de l’aˆge sur la pe´riode 1955/2006
Figure 5.9 – Analyse de la volatilite´ du logit de mortalite´ en fonction de l’aˆge sur la pe´riode
1955/2006
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On ve´rifie la line´arite´ en l’aˆge de la tendance µ(a) entre 40 ans et 80 ans ainsi que la line´arite´
en l’aˆge de la volatilite´ σ(a) entre 40 et 80 ans (voir Figure 5.10 a` Figure 5.11).
Figure 5.10 – Analyse de la pente du logit en fonction de l’aˆge sur la pe´riode 1955/2006
Figure 5.11 – Analyse de la volatilite´ du logit de mortalite´ en fonction de l’aˆge sur la
pe´riode 1955/2006
La line´arite´ en aˆge est loin d’eˆtre parfaite sur l’ensemble des aˆges avec certains effets inte´-
ressants. On observe que la pente µ(a) et la volatilite´ σ(a) atteignent respectivement leur
minimum et leur maximum vers l’aˆge de 78 ans. Cela s’explique par le fait que les aˆges
extreˆmes ont une ame´lioration moindre que les aˆges plus faibles.
On pourrait e´ventuellement corriger cette non-line´arite´ en aˆge de la volatilite´ de manie`re
a` mode´liser la mortalite´ sur une plage d’aˆge plus e´tendue. Par exemple, une tendance et
une volatilite´ polynomiales pourraient ”fitter” plus pre´cise´ment les courbes des figures pre´-
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ce´dentes sur la tranche d’aˆge comple`te 30/90. Cela est laisse´ pour de futurs travaux.
Concernant les simulations, on utilise un proce´de´ de simulation pas a` pas qui permet de
diminuer l’erreur aux aˆges faibles :
logit (q(t, a)) = logit (q(t− 1, a)) + [µ1 + aµ2] + [C11Z1 + aC21Z1 + aC22Z2].
L’e´volution des facteurs A1(t) et A2(t) dans le temps est analyse´e en e´tudiant les diffe´rentiels
note´s ∆1(t) = A1(t)− A1(t− 1) et ∆2(t) = A2(t)− A2(t− 1). En effet, ce mode`le postule
que les diffe´rentiels sont gaussiens mais l’historique ne confirme pas force´ment ce postulat
(voir Figure 5.12 a` Figure 5.13). A` chaque date t, on extrait les coefficients A1(t) et A2(t)
par regre´ssion line´aire sur les logit de mortalite´ par aˆge et on analyse les diffe´rentiels de ces
coefficients dans le temps.
Figure 5.12 – E´volution du diffe´rentiel du facteur constant
Figure 5.13 – E´volution du diffe´rentiel du facteur aˆge
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Figure 5.14 – Distribution de l’historique du diffe´rentiel du facteur constant
Figure 5.15 – Distribution de l’historique du diffe´rentiel du facteur aˆge
Le manque de donne´es ne permet d’identifier pre´cise´ment la distributions du diffe´rentiel des
facteurs. Par conse´quent, il n’est pas e´vident de trouver une autre loi qui serait plus adapte´e
que la loi gaussienne et c’est pour cela qu’on suppose dans un premier temps un mode`le
gaussien. On peut tout de meˆme noter que le diffe´rentiel du facteur A1 a une distribution
assez syme´trique et que l’utilisation de la gaussienne n’est pas absurde. Concernant le
facteur A2, il faudrait suˆrement conside´rer une loi diffe´rente de la loi gaussienne.
5.1.2 Calibration du mode`le de mortalite´ et sce´narios de projection
Le mode`le de mortalite´ est calibre´ sur les donne´es historiques de mortalite´ pour les
hommes et les femmes. La calibration s’effectue en conside´rant pour chaque date, la valeur
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des facteurs A1(t) et A2(t) ce qui fournit un e´chantillon de diffe´rentiels qui est suppose´ gaus-
sien. Ensuite, il ne reste qu’a` estimer les parame`tres µ et Σ en supposant que l’e´chantillon
soit une gaussienne bivarie´e d’espe´rance µ et de matrice de variance covariance Σ = CTC.
La matrice C estime´e n’est pas a priori unique (a` une rotation pre`s) mais cela ne pose pas
de proble`mes et on peut prendre la matrice de Cholesky associe´e, triangulaire infe´rieur, qui
elle est unique.
En calibrant entre 1950 et 2006 pour la tranche d’aˆge 30/80, on obtient les coefficients
suivants :
µH =
(
µH1
µH2
)
=
( −0.01491
−3.113× 10−5
)
, ΣH =
(
ΣH11 Σ
H
12
ΣH21 Σ
H
22
)
=
(
2.488× 10−3 −4.001× 10−5
−4.001× 10−5 8.947× 10−7
)
,
µF =
(
µF1
µF2
)
=
( −0.02208
−2.646× 10−5
)
, ΣF =
(
ΣF11 Σ
F
12
ΣF21 Σ
F
22
)
=
(
2.711× 10−3 −4.379× 10−5
−4.379× 10−5 9.41× 10−7
)
.
Remarque 5.1. Pour avoir une ide´e des ordres de grandeurs des parame`tres, on conside`re
par exemple une femme aˆge´e de 60 ans, µF1 ≥ 10× (60µF2 ). Ainsi, l’ame´lioration ”naturelle”
due au facteur A1 a un impact au moins dix fois plus important sur le logit de mortalite´ que
l’ame´lioration spe´cifique a` l’aˆge due au facteur A2. Il est donc important de capter l’e´vo-
lution du facteur A1(t) dont la distribution est proche d’une distribution gaussienne. Si on
suppose les taux de mortalite´ petits et de´terministes, on peut effectuer une approximation :
q(t, a) ∼ q(t− 1, a)eµ1+aµ2 ∼ q(t− 1, a)(1 + µ1 + aµ2)
Cela permet de voir que la tendance µ peut aussi s’interpre´ter comme une variation relative
de taux de mortalite´ lorsque les taux sont petits.
Les coefficients de tendance µ s’interpre`tent de la manie`re suivante : µ1 est un coefficient
d’ame´lioration de longe´vite´ inde´pendant de l’aˆge et son signe ne´gatif traduit une baisse du
taux de mortalite´ (ou plutoˆt du logit qui en est une fonction croissante) dans le temps. µ2
repre´sente un coefficient d’ame´lioration de longe´vite´ de´pendant de l’aˆge et son signe ne´gatif
repre´sente le fait que la baisse de mortalite´ est plus importante pour les aˆges e´leve´s. Si
on avait calibre´ le mode`le sur la tranche d’aˆge 80/90, µ2 aurait e´te´ positif dans le cas des
hommes en France puisqu’on a vu au graphique Figure 5.8 que la tendance mˆu est une
fonction de l’aˆge qui devient de´croissante a` partir de 80 ans. Les coefficients de la matrice
de variance covariance mode´lisent les variations de mortalite´ autour de la tendance.
En ayant calibre´ le mode`le de Cairns, on peut en de´duire des projections de mortalite´
jusqu’en 2047. Par exemple, on repre´sente un sce´nario d’e´volution de la mortalite´ sur la
tranche d’aˆge 60/80 pour plusieurs dates se´lectionne´es (voir Figure 5.16). On repre´sente
aussi une projection moyenne de l’e´volution de la mortalite´ pour la tranche 60/80 ans (voir
Figure 5.17) ainsi que la variance de cette projection (voir Figure 5.18) entre 2007 et 2047.
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Figure 5.16 – Sce´narios d’e´volution de mortalite´ entre 2007 et 2047 pour certains aˆges
Figure 5.17 – Projection Moyenne de mortalite´ pour la tranche d’aˆge 60/80 entre 2007 et
2047
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Figure 5.18 – Variance de la projection de mortalite´ pour la tranche d’aˆge 60/80 entre
2007 et 2047
5.1.3 Backtesting du mode`le de Cairns
La proce´dure de backtesting sur le mode`le permet de trouver la pe´riode et la tranche
d’aˆge de calibration qui fournissent les meilleurs re´sultats selon un crite`re donne´. On ca-
libre le mode`le en utilisant un ensemble de donne´es, on analyse les projections sur une
pe´riode dont on connaˆıt la re´alisation des taux de mortalite´ et on compare les re´sultats du
mode`le avec les observations re´elles. Ainsi, le principe est de changer la plage de donne´es de
calibration de manie`re a` obtenir les meilleures projections concernant les tables de morta-
lite´ entre 1990 et 2006. Afin de comparer deux courbes de mortalite´, on a utilise´ un crite`re
qui compare les distances maximales entre les courbes. On s’est principalement inte´resse´
aux aˆges e´leve´s qui sont au cœur des proble`mes de longe´vite´. Les meilleurs re´sultats ont
e´te´ trouve´ pour la pe´riode de calibration 1969/1990 et la tranche d’aˆge de calibration 30/80.
On peut expliquer intuitivement pourquoi la proce´dure de backtesting fournit cette pe´riode
et cette tranche d’aˆge. La tranche d’aˆge 30/80 e´tait celle pour laquelle la line´arite´ en aˆge
e´tait la plus respecte´e avec une tendance quasi line´aire en l’aˆge. De plus, pendant la pe´riode
entre 1969 et 1990, il n’y a pas eu de rupture de pente importante qui pourrait poser des
proble`mes majeurs. Avec la plage de donne´es issue du backtesting, les parame`tres obtenus
sont les suivants :
µH =
(
µH1
µH2
)
=
( −0.008538
−1.964× 10−5
)
, ΣH =
(
ΣH11 Σ
H
12
ΣH21 Σ
H
22
)
=
(
1.92× 10−3 −3.183× 10−5
−3.193× 10−5 6.106× 10−7
)
.
µF =
(
µF1
µF2
)
=
( −0.009177
−2.115× 10−5
)
, ΣF =
(
ΣF11 Σ
F
12
ΣF21 Σ
F
22
)
=
(
2.144× 10−3 −3.828× 10−5
−3.828× 10−5 7.576× 10−7
)
.
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On repre´sente les re´sultats pour cette calibration sous la forme suivante : un graphique sur
la diffe´rence entre la projection moyenne et la projection re´alise´e sur la tranche d’aˆge 10/70
ans (Figure 5.19) ainsi qu’une repre´sentation plus pre´cise avec la comparaison des taux de
mortalite´ sur plusieurs tranches d’aˆge : aˆges bas, aˆges moyens et aˆges e´leve´s (Figure 5.20 a`
Figure 5.22). On remarque d’ailleurs qu’il est difficile de capter la mortalite´ infantile puisque
le mode`le de Cairns n’est pas du tout adapte´ aux aˆges tre`s faibles pour lesquels la line´arite´
par rapport a` l’aˆge du logit de mortalite´ n’est pas ve´rifie´e. (voir Figure 5.7)
Figure 5.19 – Diffe´rence entre projection moyenne et projection re´alise´e (10/70) de 1990
a` 2007
Figure 5.20 – Diffe´rence entre projection moyenne et projection re´alise´e (aˆge moyen) de
1990 a` 2007
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Figure 5.21 – Diffe´rence entre projection moyenne et projection re´alise´e (aˆge e´leve´) de
1990 a` 2007
Figure 5.22 – Diffe´rence entre projection moyenne et projection re´alise´e (aˆge bas) de 1990
a` 2007
Pour information, on fournit les courbes obtenues pour la meˆme plage de donne´es avec le
mode`le de´terministe associe´ ou seule la tendance par rapport au temps µ intervient. On se
rend compte que la pre´sence d’une volatilite´ peut permettre de suivre les variations de la
courbe de mortalite´ ce qui fournit des e´carts de projections plus faibles.
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Figure 5.23 – Diffe´rence entre projection de´terministe et projection re´alise´e (aˆge moyen)
de 1990 a` 2007
Figure 5.24 – Diffe´rence entre projection de´terministe et projection re´alise´e (aˆge e´leve´) de
1990 a` 2007
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Figure 5.25 – Diffe´rence entre projection de´terministe et projection re´alise´e (aˆge bas) de
1990 a` 2007
Pour e´tablir une me´thode de backtesting efficace, il faudrait un outil mathe´matique de
comparaison de deux courbes plus raffine´ de´pendant aussi de la tranche d’aˆge sur laquelle
on cherche a` eˆtre pre´cis. En effet, certains utilisateurs ont besoin d’eˆtre le plus pre´cis possible
sur la mortalite´ des aˆges e´leve´s (comme le de´tenteur d’un portefeuille de rentes) et d’autres
veulent eˆtre pre´cis sur l’ensemble de la courbe de mortalite´ (comme les de´mographes). Il
faudrait e´ventuellement effectuer une me´thode de moindres carre´s avec poids pour donner
plus d’importance a` une plage d’aˆge spe´cifique comme celle des aˆges e´leve´s.
5.1.4 Extension du mode`le de Cairns a` deux facteurs
Il existe divers extensions de ce mode`le de mortalite´ et nous recensons quelques exten-
sions classiques. Tout d’abord, la premie`re extension naturelle concerne l’ajout de facteurs.
En effet, il est possible de tenir compte de la structure de corre´lation entre les taux de mor-
talite´ de diffe´rents aˆges ce qui permet d’obtenir une dynamique plus re´aliste de la courbe
de mortalite´. Il est aussi possible de mode´liser l’effet cohorte ou l’effet ge´ne´rationnel avec
une mortalite´ de´pendant de la date de naissance de l’individu.
De plus, il est possible de mieux se caler sur les courbes de mortalite´ en tenant compte d’un
effet quadratique qui permet de tenir compte de la non line´arite´ en aˆge (voir Figure 5.7).
Remarque 5.2. Une e´tude a` la Socie´te´ Ge´ne´rale mene´e par B. Davalos et al. [1] a montre´
qu’il pouvait eˆtre pre´fe´rable de modifier le mode`le de Cairns en prenant un facteur propor-
tionnel a` une puissance de l’aˆge et non pas line´aire en l’aˆge. Cela permettrait d’avoir un
ajustement plus pre´cis du mode`le sur les courbes de mortalite´, en ayant un levier sur la
convexite´ par rapport a` l’aˆge de la courbe. Pour cela, on de´finit α(a) = c2a
2 + c1a + c0 et
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on e´crit le mode`le suivant :
logit(q(a, t)) = logit(q(a, t− 1)) + µ1 + σ1Z1(t) + (µ2 + σ2Z2(t)) aα(a).
5.1.5 Extension a` un mode`le prenant en compte les catastrophes
En analysant les courbes de mortalite´, on observe des variations naturelles autour d’une
tendance avec certaines variations exceptionnelles explique´es par des e´ve´nements majeurs :
pande´mies, guerres, catastrophe naturelles. Il apparaˆıt important de prendre ces phe´no-
me`nes en compte dans la mode´lisation de la mortalite´. Cette surmortalite´ exceptionnelle
peut eˆtre mode´lise´e par l’occurrence d’un e´ve´nement apparaissant a` une date ale´atoire et
d’intensite´ ale´atoire. Il existe en effet des catastrophes majeures comme la pande´mie de
grippe espagnole qui ont eu un impact largement plus important que d’autres pande´mies
dans le monde.
La fre´quence historique de ces e´ve´nements au cours des derniers sie`cles ainsi que leur inten-
site´ peuvent eˆtre analyse´es. Certains experts de l’OMS estiment qu’il y a eu 31 e´ve´nements
de mortalite´ catastrophique sur les 420 dernie`res anne´es soit en moyenne de 7.38 e´ve´ne-
ments par sie`cle. En ce qui concerne la se´ve´rite´, il y a eu 3 pande´mies majeurs durant le 20e
sie`cle avec la grippe espagnole (1918 et 1919), asiatique (1957) et de Hong Kong (1968). En
moyenne, la se´ve´rite´ est estime´e a` 0.3% de surmortalite´.
La mode´lisation classique est de mode´liser la surmortalite´ due a` ces e´ve´nements sous la
forme d’un produit d’une composante fre´quence par une composante intensite´. Une me´-
thode de prise en compte de la surmortalite´ due aux catastrophes naturelles est de´crite
dans un travail de L. Devineau [13]. La surmortalite´ est mode´lise´e comme suit :
q(a, t) = qcentral(a, t) +Bt(p)Et(λ)
logit(qcentral(a, t)) = A1(t) + aA2(t),
dans laquelle la variable Bt suit une loi de Bernoulli a` valeur dans 0, 1 tire´e a` l’instant t dont
la probabilite´ p = P(Bt = 1) correspond a` la probabilite´ d’occurrence de la catastrophe. La
variable Et suit une loi exponentielle dont le parame`tre λ correspond a` l’inverse de l’intensite´
moyenne de la catastrophe (la moyenne d’une loi exponentielle est e´gale a` l’inverse de son
parame`tre).
Remarque 5.3. L’inconve´nient de ce mode`le est qu’il autorise en the´orie d’avoir des taux
de mortalite´ supe´rieurs a` 1 puisque la surmortalite´ est de´finie sur le taux de mortalite´
lui meˆme. Une alternative consisterait a` mode´liser une surmortalite´ a` l’e´chelle du logit de
mortalite´ sous la forme :
logit(q(a, t)) = A1(t) + aA2(t) +Bt(p)Et(λ)
En pratique, le premier mode`le de Devineau maintient un niveau de mortalite´ compris
strictement entre 0 et 1 et nous l’avons utilise´ dans la simulation.
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Afin de calibrer les parame`tres de catastrophes naturelles (p et λ), on analyse l’ensemble
des catastrophes survenues au cours des derniers sie`cles avec leur fre´quence et leur intensite´.
Dans nos simulations, la probabilite´ p utilise´e est p = 7.38100 = 0.0738 et l’intensite´ moyenne
des catastrophes est λ = 31000 = 0.003.
Lors de la proce´dure de calibration de la volatilite´ des facteurs du mode`le, les donne´es
concernant les pe´riodes de catastrophes naturelles n’ont pas e´te´ prises en compte (car cela
biaiserait artificiellement la volatilite´ des pe´riodes normales). En fait, en supposant la vo-
latilite´ constante dans le temps, ce qui se justifie sur les donne´es, on doit faire face au
proble`me de la rupture de tendance qui contraint a priori a` prendre un nombre tre`s limite´
d’observations sur une pe´riode ou` la tendance est constante. On peut en fait calibrer la
volatilite´ sur l’ensemble des donne´es (hors catastrophes) en de´terminant les instants ou` la
tendance change et en rassemblant les donne´es des pe´riodes pendant lesquelles la tendance
est quasi constante. En conside´rant la tendance sur chacune des pe´riodes, on obtient une
estimation globale de la volatilite´ des facteurs de mortalite´.
Remarque 5.4. Une intuition en analysant les tables de mortalite´ serait qu’une catastrophe
naturelle modifie la tendance de la mortalite´. Cela est une conjecture qui est seulement
intuitive a` la vue des tables de mortalite´. Si cela se re´ve´lait pertinent, on pourrait ge´ne´raliser
nos projections tendancielles a` des projections ou` la tendance varie a` certaines dates qui
seront a priori des dates de catastrophes naturelles. Il faut donc tester statistiquement cette
conjoncture qui n’est peut eˆtre pas totalement pertinente...
On conside`re un sce´nario de projection de la mortalite´ jusqu’en 2050 avec d’e´ventuelles pan-
de´mies et on le compare a` un autre sce´nario de projection sans pande´mie (voir Figure 5.26
et Figure 5.27). Ces sce´narios re´ve`lent des pics de surmortalite´ a` diffe´rentes dates dont
l’intensite´ est la meˆme pour tous les aˆges.
Figure 5.26 – Sce´narios d’e´volution de mortalite´ entre 2007 et 2047 pour certains aˆges
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Figure 5.27 – Sce´narios de mortalite´ avec prise en compte catastrophe naturelle jusqu’en
2047.JPG
Les sauts visibles sur les courbes de mortalite´ durant certaines pe´riodes (Figure 5.1 a` Fi-
gure 5.4) re´sultent de catastrophes naturelles ou humanitaires comme la grippe espagnole
ou les deux guerres mondiales (premie`re et deuxie`me guerre mondiale en 1914/1920 et
1939/1947). Les pande´mies e´tant de nature tre`s diffe´rente des guerres, une mode´lisation de
la surmortalite´ pour ces deux types d’e´ve´nements est difficile a` e´tudier statistiquement. Les
pande´mies et les guerres n’affectent pas tous les aˆges de la meˆme manie`re (les sauts sont
d’intensite´s diffe´rentes selon les aˆges) et une mode´lisation plus fine serait a` faire puisqu’on
a conside´re´ que l’impact d’une pande´mie e´tait le meˆme sur l’ensemble des aˆges.
Il est possible de trouver une probabilite´ d’occurrence, une intensite´ moyenne et e´ven-
tuellement une dure´e de la catastrophe (plusieurs anne´es que ce soit pour les guerres ou
pande´mies). Il faudrait affiner la mode´lisation en prenant en compte les re´percussions tem-
porelles des catastrophes dans la mesure ou` la surmortalite´ se re´partit sur plusieurs anne´es.
En effet, il y a un effet classique de cycle (de type U ou W) comme par exemple le cycle
d’une forte surmortalite´ suivie d’une faible surmortalite´ et a` nouveau suivie d’une forte
surmortalite´.
5.2 E´tude des facteurs explicatifs de la mortalite´
Dans cette partie, nous cherchons a` identifier les facteurs explicatifs de la mortalite´.
De nombreuses e´tudes permettent de de´duire des facteurs pre´ponde´rants de mortalite´ :
ces facteurs seront a` la fois des caracte´ristiques individuelles et des caracte´ristiques globales
concernant l’environnement (social ou e´conomique) dans lequel l’individu e´volue. Une e´tude
particulie`re mene´e par F. Jusot [17] fournit des re´sultats inte´ressants sur l’influence du
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niveau socioe´conomique sur la mortalite´ et nous y ferons souvent re´fe´rence.
5.2.1 Sexe de l’individu
Il faut tenir compte de la diffe´rence de sexe pour plusieurs raisons. Tout d’abord, il existe
des diffe´rences significatives entre la mortalite´ des hommes et des femmes (voir Figure 5.28)
et ce trait va eˆtre conside´re´ comme un trait caracte´ristique majeur. En 2005, l’espe´rance de
vie en France a` la naissance e´tait estime´ a` 76.8 ans pour les hommes contre 83.8 ans pour
les femmes. Ces e´carts se maintiennent aux aˆges e´leve´s puisqu’a` 60 ans, l’espe´rance de vie
re´siduelle des hommes e´tait de 21.4 anne´es contre 26.4 anne´es pour les femmes.
Figure 5.28 – Taux de mortalite´ par aˆge pour la population franc¸aise en 2006
On pourrait penser que cet e´cart de mortalite´ homme/femme est explique´ uniquement par
des diffe´rences de conditions de vie et de travail. L’analyse de la mortalite´ infantile permet
de re´futer cette the´orie. En effet, la mortalite´ infantile en France re´ve`le aussi une diffe´rence
significative de mortalite´ entre les deux sexes (voir Figure 5.29). Ce phe´nome`ne pourrait
s’expliquer par le fait que les femmes seraient ge´ne´tiquement favorise´es par rapport aux
hommes. Cette remarque permet de conside´rer le sexe comme un trait explicatif majeur de
mortalite´.
Remarque 5.5. On a traite´ le cas d’un pays comme la France : cette remarque ne sera
plus vraie pour un pays comme la Chine pour lequel il existe des ine´galite´s de mortalite´ lie´es
aux conditions de vie a` la naissance diffe´rentes pour les filles et les garc¸ons.
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Figure 5.29 – Taux de mortalite´ infantile par sexe en France
5.2.2 Statut matrimonial et vie familiale
Des e´tudes re´centes montrent que la vie familiale joue un roˆle protecteur face au de´-
ce`s [21]. La vie familiale peut eˆtre analyse´e par le statut matrimonial ainsi que le nombre
d’enfants du foyer. En effet, la mortalite´ des femmes n’ayant pas connu de vie de couple
et n’ayant pas de descendance est plus e´leve´e que celle des femmes ayant ve´cu une vie de
couple ou qui ont eu des enfants. A` l’aˆge de 45 ans, une femme ce´libataire a une surmortalite´
de 26% par rapport a` l’ensemble des femmes et une femme qui n’a pas eu d’enfants a une
surmortalite´ de 14%.
Ces e´tudes soulignent que le mariage a un effet protecteur ainsi qu’une surmortalite´ pour la
classe des ce´libataires, des divorce´s et des veufs. Le mariage ”prote`ge” a` la fois les hommes
et les femmes avec des ordres de grandeur comparables. La surmortalite´ des ce´libataires
peut provenir soit d’un effet de se´lection par la sante´ sur le marche´ du mariage (a` l’instar
de la de´pendance) soit d’un effet ne´faste du ce´libat par rapport au mariage. Le caracte`re
protecteur de la vie familiale est-il intrinse`que ou re´sulte-t-il d’une situation e´conomique
plus favorable ?
Il a e´te´ de´montre´ que le statut matrimonial est corre´le´ au risque de de´ce`s et qu’il explique
encore significativement la probabilite´ de de´ce`s apre`s un controˆle du niveau de revenu [17].
A` autres caracte´ristiques identiques (aˆge, taille du me´nage, statut d’occupation du loge-
ment, diploˆme), les risques annuels de de´ce`s sont plus faibles pour les hommes et femmes
marie´es. Ainsi, la corre´lation entre mariage et longe´vite´ a un impact direct et n’est pas due
a` une corre´lation entre mariage et statut e´conomique comme on aurait pu le penser.
Concernant le nombre d’enfants, on sait que le fait d’avoir des enfants diminue le niveau
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mortalite´ de l’individu [21]. L’effet est nuance´ et il existe de grandes variations selon le
nombre d’enfants mis au monde. Les femmes ayant un enfant unique ont un risque de de´ce`s
de 3% infe´rieur et le risque de de´ce`s diminue a` 10% pour 3 enfants qui est la situation
familiale ou` la sousmortalite´ est maximale. Au dela` de 4 enfants, cet avantage s’amenuise
et le fait d’avoir plus de 5 enfants devient un facteur de surmortalite´.
5.2.3 Cate´gorie socioprofessionnelle
La cate´gorie socioprofessionnelle a un impact sur le niveau de mortalite´ aux aˆges actifs.
Cet impact est moins marque´ chez les femmes que chez les hommes : la structure profes-
sionnelle a davantage d’effets sur la mortalite´ des hommes que sur celle des femmes [31].
Chez les hommes, il existe des diffe´rences importantes de mortalite´ entre deux cate´gories
sociales diffe´rentes. Par exemple, en ce qui concerne l’espe´rance de vie des franc¸ais de 35
ans, il y a une diffe´rence de plus de 6 ans entre les cadres et les ouvriers hommes alors
qu’elle n’est que de 3.5 anne´es chez les femmes. Il faudra par conse´quent trouver une autre
variable pour e´tudier la situation sociale de la femme comme le niveau de diploˆme.
Aux aˆges e´leve´s, les diffe´rences de mortalite´ diminuent tre`s fortement et deviennent rapi-
dement ne´gligeables [30]. En France, l’impact des cate´gories socioprofessionnelles est plus
important pour les aˆges infe´rieurs a` 80 ans. Cela re´sulte suˆrement du fait que le syste`me
de sante´ en France est base´ sur un concept de solidarite´ ou` les soins sont souvent pris en
charge par l’e´tat. D’ailleurs, cette observation n’est pas valable aux E´tats Unis ou` les e´carts
restent importants aux aˆges e´leve´s.
La cate´gorie socioprofessionnelle est assez difficile a` analyser dans la mesure ou` elle peut
changer de nombreuses fois au cours de la vie d’un individu et qu’elle n’est donc pas stable
dans le temps. En effet, meˆme si on connaˆıt la cate´gorie socioprofessionnelle du de´funt, si
ce dernier a change´ de cate´gorie sociale au cours de sa vie, il est difficile de lui associer une
cate´gorie sociale unique. Par exemple, il faut trouver des moyens de de´terminer la cate´gorie
socioprofessionnelle d’un homme qui e´tait un employe´ la majeure partie de sa vie et qui est
de´ce´de´ en tant que cadre. La classification des cate´gories socioprofessionnelles ayant aussi
e´volue´ ces dernie`res anne´es, il est difficile d’avoir une classification de re´fe´rence.
5.2.4 Niveau d’e´ducation
Le niveau de diploˆme joue un roˆle important sur le niveau de mortalite´, que ce soit chez
l’homme ou la femme avec une pre´dominance chez la femme. Contrairement a` l’influence
de la cate´gorie sociale qui n’est pas beaucoup marque´e chez la femme, le niveau de diploˆme
a un impact significatif chez la femme.
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De plus, la variable du niveau de diploˆme est stable dans le temps puisqu’elle est ge´ne´rale-
ment fige´e a` partir de 30 ans. Ainsi, il sera plus pertinent d’analyser les diffe´rentiels sociaux
de mortalite´ au travers du niveau d’e´ducation plutoˆt qu’au travers de la cate´gorie sociale.
Aux aˆges e´leve´s, les e´carts diminuent fortement et s’estompent petit a` petit mais ils restent
tout de meˆme significatifs [30]. En 2002, les femmes de 86 ans ayant un diploˆme supe´rieur ou
e´gal au baccalaure´at vivraient encore 7.1 anne´es contre 3.1 pours les femmes sans diploˆme.
Il en est de meˆme pour les hommes pour lesquels les diploˆme´s peuvent aussi espe´rer a` cet
aˆge vivre encore 20% plus longtemps que les non diploˆme´s.
5.2.5 Niveau de revenu
Dans cette partie, nous e´tudions l’impact du niveau de revenu sur la mortalite´. Cette
e´tude est assez complexe et il faut de´finir le concept e´conomique du revenu, comprendre
l’impact du revenu sur le niveau de sante´ et voir ce que la variable du revenu peut apporter
par rapport a` la variable de cate´gorie socioprofessionnelle.
Il y a deux points de vue e´conomiques sur la pauvrete´ : le premier point de vue est celui
du concept de pauvrete´ absolue ou` l’on souligne l’impact du niveau de revenu sur la sante´
(non acce`s aux soins, logements pre´caires). Le deuxie`me point de vue est celui du revenu
absolu selon lequel il n’y a plus seulement opposition des pauvres et non pauvres (mise
en e´vidence par les cate´gories socioprofessionnelles) mais il y a aussi une prise en compte
des revenus disponibles pour chaque foyer ce qui explique le gradient e´conomique de sante´.
Il existe un effet du rang de l’individu dans la socie´te´ sur sa sante´. On conside´rera dans
la suite les revenus en unite´ de consommation (par foyer) qui sont introduits en quintiles
afin de diffe´rencier des tranches de revenus et de tenir compte de toute la distribution des
revenus.
Impact du revenu sur la sante´
Les mode`les de´mographiques de mortalite´ conside`rent l’e´volution de la sante´ d’un individu
i. La mort d’un individu est un e´ve´nement qui se produit lorsque la sante´ de l’individu Hi
passe en dessous d’un certain seuil Hmin. Il existe des mode´lisations de´mographiques qui
prennent en compte la sante´ et le revenu ainsi que leur corre´lation. On peut citer un mode`le
en exemple ou` H correspond a` la sante´ et Y au revenu.{
Hit = a0 + a1Yit + a2X
h
it + a3Z
h
it + uit
Yit = b0 + b1Hit + b2X
y
it + b3Z
y
it + vit.
Ce mode`le tient compte du fait que la sante´ est une fonction du revenu mais aussi que la
sante´ a elle meˆme un effet inverse sur le travail. La sante´ de´termine le temps de travail et
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le travail devient plus pe´nible lorsque la personne a des proble`mes de sante´. La sante´ est
souvent conside´re´e comme une fonction croissante du revenu jusqu’a` un certain seuil de
revenu (au dela` d’un certain niveau, le revenu n’a plus d’impact sur la sante´). Finalement,
il existe un lien entre la sante´ et les revenus : les ine´galite´s sociales de sante´ sont explique´es
par le statut socioe´conomique de l’individu au travers du revenu et de la profession.
Il a e´te´ prouve´ que le revenu a un impact sur l’ensemble de la population a` tous les aˆges :
les pauvres re´ve`lent une surmortalite´ mais on souligne aussi une sous mortalite´ chez les
riches. En France, la corre´lation revenu/de´ce`s est forte mais celle-ci diminue lorsque l’aˆge
des individus augmente.
Diffe´rences entre revenus et cate´gories socioprofessionnelles
On pourrait penser que la CSP donne de´ja` de l’information sur le niveau de revenu et
que les variables sont redondantes. Cependant, la CSP ne fournit pas une relation directe
entre le revenu et la mortalite´ : en effet, au sein meˆme d’une meˆme CSP, la variance de
revenu est deux fois supe´rieure en comparaison de la variance de revenu qu’il existe entre
deux CSP diffe´rentes. Ainsi, le lien entre les revenus et la mortalite´ est diffe´rente de celle
qu’il existe entre la CSP et la mortalite´. L’e´lasticite´ de la probabilite´ de de´ce`s au revenu est
de l’ordre de −0.4, cet effet e´tant plus marque´ avant 65 ans (−0.5) qu’apre`s 65 ans (−0.3)
[17]. Il est de´montre´ que le revenu est un facteur e´conomique explicatif. En effet, l’impact
des revenus, bien que re´duit (l’e´lasticite´ est de l’ordre de −0.3), persiste apre`s controˆle des
cate´gories socioprofessionnelles. D’ailleurs, la probabilite´ de de´ce`s diminue avec le niveau
de revenu au sein de chaque profession, le risque des cadres restant infe´rieur a` celui des
autres CSP.
Une e´tude e´conome´trique montre que le revenu a un effet positif sur la sante´ et permet de
diminuer les risques de de´ce`s [17]. Il y a un effet distinct de la profession et de la CSP : en
fait, le revenu par unite´ de consommation ne diminue que faiblement le caracte`re explicatif
de la CSP et il y a presque inde´pendance entre ces deux caracte´ristiques.
La corre´lation revenu/de´ce`s est forte mais diminue aux aˆges e´leve´s en France. Ce constat
n’est pas fait aux E´tats Unis ou` l’acce`s a` Medicaid est diffe´rent de celui a` la se´curite´ sociale
en France.
Le de´ce`s du premier quintile de revenu est aussi bien plus grand que le de´ce`s des autres
quintiles ce qui explique le caracte`re tre`s ne´faste de la pauvrete´. Sans prendre en compte la
profession, on observe 2.5 fois plus de de´ce`s du dernier quintile (revenus les plus bas) par
rapport a` l’avant dernier quintile. En tenant compte de la profession, on observe 2 fois plus
de de´ce`s entre ces deux quintiles. Enfin, on souligne une sous mortalite´ des revenus les plus
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e´leve´s (premier quintile) par rapport a` celle du deuxie`me quintile. Ainsi, non seulement la
pauvrete´ augmente le niveau de mortalite´, mais la richesse est protectrice meˆme par rapport
a` un niveau de revenu relativement aise´.
Effet des ine´galite´s de revenus
Une premie`re analyse montre que la fonction de survie est croissante du revenu pour
tous les aˆges. S.H. Preston [24] prouve, de`s 1975, que l’espe´rance de vie n’augmente pas
continuˆment avec le revenu par teˆte. Alors que dans les pays en voie de de´veloppement, la
richesse moyenne explique largement l’e´tat de sante´ moyen, cette relation n’est plus vraie
dans les pays riches.
Quelques anne´es plus tard, G.B. Rodgers [32] a cherche´ a` expliquer la mortalite´ moyenne
par le niveau des ine´galite´s de revenu sous l’hypothe`se selon laquelle les ine´galite´s de revenu
correspondent aussi aux ine´galite´s de sante´. En 1992, R.G. Wilkinson [36] a de´montre´ que
”la sante´ est fortement affecte´e par l’e´tendue des diffe´rences e´conomiques et sociales au
sein d’une population”. En effet, son e´tude re´ve`le une corre´lation entre l’espe´rance de vie
et l’indice de Gini (indice repre´sentant un niveau d’ine´galite´s au sein d’une population).
Le proble`me de cet indice est qu’il tient compte de 11 pays mais qui ont des politiques de
sante´ et un contexte socioculturel diffe´rents. Il existe trois hypothe`ses concernant l’effet des
ine´galite´s de revenus sur la sante´ que nous allons de´tailler et analyser.
La premie`re hypothe`se est l’hypothe`se de revenu absolu qui analyse la relation existant
entre revenu et la sante´. En effet, il existe une relation concave entre le revenu et la sante´
(Rodgers) ce qui s’explique qualitativement : on sait que la sante´ est une fonction croissante
du revenu, mais cette fonction est aussi a` rendements de´croissants ce qui souligne l’impact
des ine´galite´s de revenu. En effet, le caracte`re concave souligne le fait qu’une ine´galite´ sur
les revenus induit une baisse de l’e´tat de sante´ moyen. L’ame´lioration de l’e´tat de sante´
d’un riche, par un transfert de revenu, est infe´rieure a` une de´te´rioration d’un e´tat de sante´
d’un pauvre due a` la perte d’un revenu de meˆme valeur. Wilkinson rejette cette hypothe`se
dans la mesure ou` une ine´galite´ convexe entre la mortalite´ et le revenu apparaˆıt insuffisante
car elle ne permet pas d’expliquer la corre´lation existante entre la mortalite´ et les ine´galite´s
de revenu.
Wilkinson propose une deuxie`me hypothe`se selon laquelle l’e´tat de sante´ individuel n’est
pas explique´ par le niveau de revenu absolu mais par la position relative de l’individu au
sein de la socie´te´. Cette hypothe`se traduit des me´canismes psychosociaux, et les diffe´rences
d’e´tat de sante´ ne seraient pas explique´es uniquement par le niveau de revenu des individus
mais aussi par l’e´cart entre leur revenu et le revenu d’un groupe de re´fe´rence. Cet effet s’ex-
plique par la cohe´sion sociale sur la sante´ ou par l’influence des comparaisons sociales sur
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la sante´. En effet, on peut expliquer cela en conside´rant qu’un niveau moindre de cohe´sion
sociale ou de capital social a un impact ne´gatif sur la sante´ des individus. Il existe d’ailleurs
un indicateur du capital social donne´ par R.D. Putnam [25] en 1995. La corre´lation peut
d’ailleurs eˆtre explique´e par des caracte´ristiques ge´ographiques comme les de´cisions locales.
Enfin, la dernie`re hypothe`se envisage un impact indirect des ine´galite´s. La corre´lation pour-
rait refle´ter, non pas un effet direct des ine´galite´s, mais un impact des caracte´ristiques ge´o-
graphiques, elles meˆmes corre´le´es aux ine´galite´s, telles que les de´cisions politiques locales
[10]. Par exemple, on peut constater que les E´tats ame´ricains ayant une distribution plu-
toˆt ine´galitaire des revenus ont un taux de mortalite´ plus e´leve´, un taux de choˆmage plus
e´leve´, un taux de criminalite´ en progression, un nombre de personnes non assure´es e´leve´
ainsi qu’un niveau d’e´ducation faible. Il faut analyser ces diffe´rences de mortalite´ explique´es
seulement par des caracte´ristiques individuelles mais aussi celles dues aux caracte´ristiques
de l’environnement social dans lequel e´volue l’individu (au travers du niveau des ine´galite´s
par exemple).
La France est un pays tre`s adapte´ a` l’e´tude des ine´galite´s sociales. L’e´tude de F. Jusot
[17] a e´te´ de voir si la corre´lation entre les ine´galite´s de revenu et l’espe´rance de vie est un
artefact statistique re´sultant de la relation concave entre sante´ et revenu ou si les ine´galite´s
de revenu constituent l’un des de´terminants de la sante´ individuelle.
L’e´tude de F. Jusot re´ve`le que la premie`re hypothe`se n’est pas valide´e dans la mesure ou`
la relation de concavite´ n’est plus respecte´e : elle a de´montre´ l’effet attendu d’une surmor-
talite´ lie´e a` la pauvrete´ ainsi qu’un effet significatif moins attendu d’une sous mortalite´ des
personnes les plus favorise´es (effet protecteur de la richesse). Le risque de de´ce`s des 20%
des plus pauvres est 2.5 fois plus e´leve´ que le risque de de´ce`s des plus riches (le rapport se
rame`ne a` 2 fois plus e´leve´ apre`s controˆle des CSP).
La deuxie`me hypothe`se n’est pas valide´e dans le cas de la France. En effet, l’e´tude sur
la criminalite´, qui est un impact du capital social, re´ve`le que cette dernie`re n’est pas un
facteur explicatif de risque de de´ce`s. Le taux de criminalite´ e´tant the´oriquement corre´le´ au
niveau de cohe´sion social, l’effet du capital social n’est pas directement valide´. Ce re´sultat
re´fute la deuxie`me hypothe`se selon laquelle l’impact des ine´galite´s sociales serait du a` un
changement de cohe´sion social.
F. Jusot a de´montre´ que c’e´tait la troisie`me hypothe`se qui e´tait valide´e dans le cas de la
France avec un impact indirect des ine´galite´s de revenus. Il faut tenir compte des caracte´-
ristiques re´gionales telles que l’offre de soin et le taux de choˆmage qui refle`tent certaines
de´cisions politiques.
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Influence de la re´gion d’habitat
A` pre´sent, on s’inte´resse a` la variabilite´ de de´ce`s interre´gionale. En l’absence des caracte´-
ristiques individuelles, on obtient une variance interre´gionale de mortalite´ non nulle. Cette
dernie`re reste non nulle lorsqu’on introduit les caracte´ristiques individuelles. Un moyen de
la faire diminuer est d’introduire des variables re´gionales comme les ine´galite´s e´conomiques,
le taux de choˆmage et l’offre de soin. Le risque de de´ce`s apparaˆıt eˆtre une fonction croissante
des ine´galite´s e´conomiques et une fonction de´croissante de la densite´ me´dicale. Le proble`me
de l’offre de soin est qu’elle apporte une confusion dans la mesure ou` les re´gions les plus
ine´galitaires sont celles qui ont la densite´ me´dicale la plus e´leve´e (ˆIle de France, PACA). Il
faut conside´rer des groupes de re´gions qui appartiennent a` une meˆme tranche d’ine´galite´.
La corre´lation entre le soin et le de´ce`s apparaˆıt eˆtre e´leve´e et celle entre le choˆmage et le
de´ce`s l’est moins puisqu’il y a de´ja` une prise en compte du statut a` travers les variables
individuelles (avec des professions plus touche´es que d’autres par le choˆmage). La prise en
compte de ces deux variables d’ine´galite´s permet de re´duire fortement la variance interre´gio-
nale. Les re´sultats diffe`rent selon les indicateurs d’ine´galite´ : la mesure d’entropie de Theil
et l’indice d’Atkinson donnent de bons re´sultats. Enfin, on pre´cise que les ine´galite´s sont
ge´ne´ralement plus importantes parmi les individus les personnes ayant un revenu infe´rieur
a` un revenu me´dian.
5.2.6 E´tude du de´terminisme social et ge´ne´tique
Une e´tude mene´e par l’IRDES avec M. Devaux et al. [8] concerne les ine´galite´s de chance
en sante´ avec l’influence de la profession et de l’e´tat de sante´ des parents. En effet, ils s’in-
terrogent sur le de´terminisme social et familial dans la mesure ou` la sante´ a` l’aˆge adulte
de´pend du milieu social d’origine.
Il existe trois hypothe`ses sur l’influence du patrimoine social et ge´ne´tique. La premie`re
hypothe`se sugge`re un effet direct des conditions de vie dans l’enfance sur la sante´ a` l’aˆge
adulte. La seconde suppose plutoˆt un effet indirect de l’environnement familial sur le futur
statut socioe´conomique. La dernie`re correspond a` la transmission de l’e´tat de sante´ entre les
ge´ne´rations fonde´e sur un patrimoine ge´ne´tique commun avec une reproduction des com-
portements a` risque, des recours aux soins et de pre´vention.
Cette e´tude conside`re le test de ces trois hypothe`ses sur des donne´es franc¸aises et les re´sul-
tats sugge`rent que l’e´tat de sante´ a` l’aˆge adulte est directement influence´ par la profession
de la me`re alors que la profession du pe`re a une influence indirecte passant par la de´termi-
nation du statut socioe´conomique de l’enfant. De plus, sans annuler l’influence du milieu
social, l’e´tat de sante´ des deux parents a un effet direct sur la sante´ de l’enfant a` l’aˆge
adulte. Le niveau d’e´ducation n’est pas non plus a` ne´gliger dans la mesure ou` il permet de
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re´duire nettement les ine´galite´s sociales de sante´ a` l’aˆge adulte.
5.2.7 De´pendance des individus et pre´vention
L’entre´e en de´pendance, qui concerne ge´ne´ralement les personnes aˆge´es, est un enjeu
de´mographique majeur. Ce phe´nome`ne est typiquement franc¸ais, le mot ”dependency” ou
”loss of autonomy” n’existant pas en anglais.
Il y a officiellement 1 078 000 personnes de´pendantes en France et les sce´narios de projec-
tions envisagent une e´volution lente de 1% par an. En effet, l’augmentation de l’espe´rance
de vie sans incapacite´ fait baisser le taux de croissance de la proportion des personnes de´-
pendantes au sein de la population. Cependant, le nombre des personnes aˆge´es de plus de
75 ans s’accroˆıt sensiblement ce qui entraˆıne tout de meˆme une augmentation du nombre
de personnes de´pendantes. D’ici 2040, la population des plus de 75 ans devrait de´passer 10
millions de personnes et la population des plus de 80 ans constituerait environ 7 millions de
personnes. Ces projections envisagent pour 2040 qu’il y aurait 1 230 000 personnes aˆge´es
de´pendantes. La population de´pendante serait plus aˆge´e qu’aujourd’hui, avec une augmen-
tation moyenne de 4 ans pour les hommes, 5 ans pour les femmes.
Un individu devient de´pendant souvent a` la suite d’une maladie s’exprimant chez ce der-
nier et l’empeˆchant d’eˆtre autonome. En France, des moyens sont mis en place pour aider
ces personnes. Apre`s les accidents cardiovasculaires et les cancers, les maladies e´mergentes
pour la nouvelle ge´ne´ration des personnes aˆge´es concernent la de´mence se´nile comme la
maladie d’Alzheimer qui concerne 856 000 patients. Dans les formes mode´re´ment se´ve`res a`
se´ve`res de la maladie, la proportion des patients de´pendants est de 90% soit plus de 300 000
personnes.
Les maladies de de´mence se´nile sont la cause majeure de l’entre´e en de´pendance. Les autres
causes de de´pendance e´tant les maladies cardiovasculaires, les cancers, l’arthrose et l’os-
te´oporose, les troubles sensoriels, les de´pressions et les troubles nutritionnels. Les pre´vi-
sions concernant ces maladies sont tre`s alarmantes et selon une hypothe`se de pre´valence
constante, d’ici 2040, 2 150 000 personnes seront atteintes de la maladie d’Alzheimer.
On peut conside´rer que la de´pendance refle`te largement le capital sante´ de l’individu. En
effet, les statistiques (INSEE) re´ve`lent que lorsqu’une personne devient de´pendante, cette
dernie`re voit ine´vitablement son espe´rance de vie se re´duire a` environ 4 ans, ceci presque in-
de´pendamment de l’aˆge d’entre´e en de´pendance. Ces statistiques sont obtenues en prenant
toutes les formes de de´pendance comme celles lie´es a` la maladie d’Alzheimer pour laquelle
certaines personnes restent de´pendantes pendant de nombreuses anne´es. Ainsi, la longe´vite´
des individus est fortement corre´le´e au niveau de de´pendance des individus et il faudra en
tenir compte dans un mode`le de mortalite´.
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Le proble`me de la de´pendance est aussi un enjeu e´conomique dans la mesure ou` une anne´e
de de´pendance a un couˆt quatre fois plus e´leve´ qu’une anne´e de retraite classique, et il ap-
paraˆıt tre`s important de prendre des mesures de pre´vention pour e´viter que ce phe´nome`ne
se ge´ne´ralise.
G. Vallancien, professeur de Me´decine reconnu, a propose´ quatre moyens de pre´vention de la
de´pendance. D’abord, il ne faut pas infantiliser les personnes aˆge´es pensant que cette ”de´gra-
dation les entraˆıne dans une de´che´ance irre´pressible”. Ensuite, il faut arreˆter de me´dicaliser
a` ce point les malades lorsqu’ils sont aˆge´s : les interfe´rences des me´dicaments n’ame´liorent
pas leur e´tat et sont meˆme souvent nocives. Le troisie`me point concerne l’acce`s aux outils
informatiques. Il faut faciliter l’acce`s a` la domotique et inte´resser les personnes aˆge´es a` In-
ternet et a` la te´le´me´decine afin qu’ils continuent a` avoir des activite´s. Enfin, il faut favoriser
l’environnement domestique en plac¸ant, par exemple, les maisons de retraite au centre des
villes ce qui favorise une socialisation accrue. En effet, il existe une corre´lation entre l’envi-
ronnement qui entoure la personne aˆge´e (sanitaire, social et domestique) et son e´tat de sante´.
De plus, la pre´vention qui consiste a` se maintenir en forme tout au long de sa vie est es-
sentielle pour entamer la vieillesse dans de bonnes conditions. F. Forette, directrice de la
Fondation Nationale de Ge´rontologie, pre´cise aussi que la pre´vention de la de´pendance se
fait aussi par l’activite´ des seniors. L’activite´ est suˆrement le meilleur moyen de conserver
ses fonctions cognitives ainsi que son autonomie. Cela sans parler de l’avantage e´conomique
qu’il en re´sulte. Le statut d’inactivite´ d’un individu constitue aussi le meilleur indicateur
de mortalite´ : de 35 a` 80 ans, la mortalite´ est 3 fois supe´rieure chez les hommes inactifs,
quelque soit la cause de l’inactivite´.
Par conse´quent, il existe de nombreux points porteurs d’espoir qui permettent de penser que
la longe´vite´ peut encore augmenter. Sans en faire une liste non exhaustive, il est possible de
re´duire de`s aujourd’hui les conduites a` risque comme le tabagisme, l’alcoolisme, la violence
routie`re, les accidents domestiques. De plus, il existe des syste`mes en cours de diffusion
comme les services de te´le´assistance et la domotique. Enfin, il reste des progre`s attendus
concernant les progre`s me´dicaux et technologiques ainsi que l’e´ducation et la pre´vention
des de´pressions et des suicides.
5.2.8 Bilan sur les facteurs explicatifs de mortalite´
Ces e´tudes mene´es par des e´conomistes et/ou de´mographes permettent de se´lectionner
les facteurs explicatifs de mortalite´. Nous conside´rons que les caracte´ristiques individuelles
expliquant la mortalite´ sont l’aˆge, le sexe, la CSP, le statut matrimonial, le niveau d’e´duca-
tion, le niveau de revenu ainsi que le niveau de de´pendance qui refle`te fortement le niveau
de sante´. Il est difficile d’avoir acce`s a` ces donne´es mais ce sont des facteurs a` prendre en
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compte pour estimer au mieux la mortalite´ individuelle.
De plus, il faut prendre en compte deux variables globales qui rendent compte de la re´gion
dans lequel e´volue l’individu : le taux de choˆmage, un indicateur de l’offre de soin. Le taux
de choˆmage (source INSEE) est un indicateur du niveau e´conomique de la re´gion. L’indi-
cateur de l’offre de soins correspond par exemple a` la densite´ de me´decins dans la re´gion
ou a` une information sur le secteur ambulatoire (CREDES, Base e´co Sante´). Si ces donne´es
ne sont pas disponibles, nous pouvons en tenir compte indirectement avec un indicateur
des ine´galite´s de revenus refle´tant des ine´galite´s socioe´conomiques. Il existe de nombreux
indicateurs d’ine´galite´s des revenus comme l’indice de Gini, la mesure d’entropie de Theil,
l’indice d’Atkinson ou tout simplement la variance du logarithme des revenus.
Enfin, il est possible de prendre en compte d’autres conditions environnementales et e´colo-
giques. Il faut faire attention a` ne pas mettre trop de variables : Subramaniam et al. [34]
ont montre´ que trop de variables explicatives provoquent une disparition de l’impact des
ine´galite´s.
5.3 Mode´lisation de la mortalite´ des individus par aˆge et par
traits
Dans cette partie, nous de´crivons un mode`le de mortalite´ (de type logit) qui permet d’e´va-
luer la probabilite´ de de´ce`s durant l’anne´e en fonction de l’ensemble des caracte´ristiques
(dont l’aˆge) de l’individu et de l’environnement dans lequel il e´volue.
5.3.1 Description du mode`le
Nous proposons une extension du mode`le de Cairns classique en effectuant une re´gression
logistique sur l’ensemble traits caracte´ristiques pour certaines tranches d’aˆge. L’inte´reˆt de
travailler par tranche d’aˆge est de ne pas avoir a` conside´rer la corre´lation entre les traits et
l’aˆge en supposant que ces variables sont inde´pendantes sur une tranche d’aˆge.
Notons A = {Al, 1 ≤ l ≤ N} la partition des classe d’aˆge avec N le nombre de tranches
d’aˆge. De´finissons q(x, y, a, t) comme la probabilite´ de de´ce`s a` la date t d’un individu de
traits x = (xi)1≤i≤Mx d’aˆge a vivant dans un environnement (ou une re´gion) de caracte´ris-
tiques y = (yi)1≤i≤My .
En fait, cette re´gression logistique sur chaque tranche d’aˆge peut s’e´crire comme suit :
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∀l ∈ {1, .., N}, ∀a ∈ Al,
logit[q1(x, y, a, t)] = log
(
q1(x, y, a, t)
1− q1(x, y, a, t)
)
= α1(t) + aα2(t) +
Mx∑
i=1
βli(t)
>xi +
My∑
j=1
γlj(t)
>yj .
Rappelons plus pre´cise´ment la signification de chacune des variables et parame`tres de ce
mode`le :
• Les variables yj correspondent aux variables qui de´crivent les caracte´ristiques globales
comme l’offre de soins de la re´gion ou les ine´galite´s des revenus (indice de Theil ou
variance du logarithme des revenus). On conside`re qu’il y a My variables globales a`
prendre en compte pour l’e´tude de la mortalite´ dans la re´gion.
• Les variables xi correspondent aux variables qui de´crivent les caracte´ristiques indivi-
duelles explicatives (les traits) d’un individu parmi le sexe, le statut matrimonial, la
CSP, le niveau de revenu, le niveau d’e´tudes, l’inactivite´ et la de´pendance. Certaines
de ces variables sont difficiles a` de´terminer lors du de´ce`s puisqu’elles ont e´volue´ au
cours de la vie de l’individu (CSP, revenu). On peut e´ventuellement ajouter certains
traits qui affecteraient le de´terminisme social et ge´ne´tique [8] qui sont la CSP de
la me`re, la CSP du pe`re, l’e´tat de sante´ du pe`re, et l’e´tat de sante´ de la me`re. On
conside`re qu’il y a Mx variables individuelles a` prendre en compte pour l’e´tude de la
mortalite´.
• On de´signe par Nx,i le nombre de classes au sein de la variable individuelle xi et Ny,i
le nombre de classes au sein de la variable globale yi. Il faut distinguer les variables
quantitatives des variables cate´gorielles.
Dans le cas d’une variable quantitative xi, cette variable ne posse`de qu’une seule
classe Nx,i = 1 et prend ses valeurs dans un ensemble inclus dans R.
Dans le cas d’une variable cate´gorielle, il existe plusieurs classes et la variable xi =
(x0i , ..., x
Nx,i
i ) prendra ses valeurs dans {0, 1}Nx(i) ou` 0 signifie que l’individu n’appar-
tient pas a` cette classe et 1 qu’il y appartient.
Afin d’illustrer les notations, on propose deux exemples de variables.
La variable de sexe x0 posse`de deux classes qui correspondent a` ”ˆetre une femme”
et ”ˆetre un homme” et Nx,0 = 2. Le sexe est repre´sente´ par la variable cate´gorielle
x0 = (1{sexe=F}, 1{sexe=H}). Ainsi, la variable de sexe d’un homme sera xH0 = (0, 1)
et la variable de sexe d’une femme sera xF0 = (1, 0).
Pour une variable x1 correspondant au revenu, elle peut eˆtre de´crite sous la forme
d’une variable quantitative mais il est pre´fe´rable de la de´crire en quintiles avec Nx,1 =
5. Les individus appartenant au premier quintile auront une variable x1
erquintile
1 =
(1, 0, 0, 0, 0), ceux du deuxie`me quintile auront la variable x2
equintile
2 = (0, 1, 0, 0, 0) et
198
Chapitre 5. Mode´lisation de la mortalite´ individuelle
ainsi de suite. D’ailleurs, il est possible de mode´liser chacun des traits sous forme de
variables cate´gorielles.
• Les tranches d’aˆge Al sont a` de´finir et on prendra des tranches de 5 ans par exemple
avec les 25/30, 30/35 et ainsi de suite.
Remarque 5.6. Pour la tranche des 0 a` 25 ans, les traits n’impactent pas (ou tre`s
peu) le taux de mortalite´ par aˆge et on ne choisira peu de traits. De plus, les donne´es
pour cette tranche d’aˆge ne sont pas assez nombreuses du fait d’un nombre de de´ce`s
tre`s faible. Cela tombe bien puisqu’on conside`re que tre`s peu de caracte´ristiques so-
cioe´conomiques ont de l’influence sur la mortalite´ aux aˆges faibles. Ainsi, on pourra
mode´liser la mortalite´ de´pendant principalement de l’aˆge, du sexe et e´ventuellement
des traits des parents afin de de´crire les conditions de vies a` la naissance.
• α1(t) et α2(t) sont des coefficients re´els refle´tant l’influence d’une ame´lioration natu-
relle et d’une ame´lioration spe´cifique a` l’aˆge.
• Les coefficients (βli)( 1≤i≤Mx
1≤l≤N
) et (γli)( 1≤i≤My
1≤l≤N
) correspondent aux coefficients de la re´-
gression logistique, les premiers e´tant associe´s aux traits individuels et les autres aux
variables globales d’environnement. L’indice l souligne le fait que chaque coefficient
βli ou γ
l
i est associe´ a` une tranche d’aˆge Al et sont constant sur cette tranche d’aˆge.
En travaillant sur des petites tranches d’aˆge Al, on suppose une inde´pendance de
l’impact des traits par rapport a` l’aˆge au sein d’une meˆme tranche d’aˆge. Avec la
de´finition des Nx,i, que la variable xi soit cate´gorielle ou quantitative, le coefficient β
l
i
est a` valeurs dans RNx,i (un nombre re´el pour une variable quantitative et un vecteur
de taille RNx,i pour une variable cate´gorielle). Il en est de meˆme pour les coefficients
γli a` valeurs dans RNy,i . Ces coefficients vont permettre pour chaque tranche d’aˆge et
chaque caracte´ristique de comparer l’impact d’une ”classe” par rapport a` une autre.
Le concept de la re´gression logistique pre´sente l’avantage de prendre en compte les traits
sous forme de variables cate´gorielles ou quantitatives. Cela donne la possibilite´ de comparer
les cate´gories graˆce a` des outils comme celui de l’odd-ratio qui e´value le risque relatif d’une
classe par rapport une autre. De plus, on peut effectuer des tests de significativite´ afin de
savoir quelles variables sont explicatives de la mortalite´ et lesquelles ne le sont pas.
Avec un acce`s a` un historique riche de donne´es de mortalite´ par traits, il est possible de
remplacer certains coefficients parmi les α1(t), α2(t), (β
l
i){1≤i≤Mx} et (γ
l
i){1≤i≤My} par des
facteurs stochastiques de la meˆme forme que dans le mode`le de Cairns. On cherchera a`
estimer les parame`tres graˆces aux donne´es historiques.
5.3.2 Me´thode de calibration
Nous proposons une me´thode de calibration permettant au mode`le de rester consistant
avec les courbes de mortalite´ par aˆge. En effet, les donne´es disponibles pour l’ensemble des
utilisateurs sont un historique de courbes de mortalite´ nationale par aˆge dans un pays pour
chaque anne´e. Il serait inte´ressant d’avoir un mode`le qui ne change pas radicalement l’en-
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semble des pratiques existantes en de´mographie, en assurance et dans d’autres domaines. Le
fait d’e´tendre le mode`le de Cairns a` un ensemble de caracte´ristiques d’individus permettra
de prendre en compte un nombre plus importants de facteurs de risques et permettra de
re´duire le risque de volatilite´ en conside´rant des informations sur l’individu autres que l’aˆge.
Ainsi, apre`s avoir calibre´ le mode`le standard de Cairns sur les tables de mortalite´ nationale,
la proble´matique sera donc d’effectuer la re´gression logistique par tranche d’aˆge sur l’en-
semble des traits explicatifs tout en conservant la calibration pre´ce´demment effectue´e. Cela
revient a` faire une re´gression logistique conditionnellement a` une autre re´gression logistique
qui ne prend en compte que l’aˆge.
Analysons en the´orie le proce´de´ de calibration :
Tout d’abord, on calibre le mode`le de mortalite´ par aˆge sur les tables de mortalite´ par aˆge
classiques (mortality.org par exemple). Cela s’effectue de manie`re classique par la me´thode
des moindres carre´s de´crite en Section 5.1. Ainsi, on obtient les parame`tres des facteurs
A1(t) et A2(t) dont la dynamique est donne´e par :
logit
[
q0(t, a)
]
= A1(t) + aA2(t),
A(t+ 1) = A(t) + µ+ CZt+1.
On conside`re le mode`le ge´ne´ral de mortalite´ par traits pour chaque tranche d’aˆge. Au
sein d’une meˆme tranche d’aˆge de 5 ans, l’influence de la caracte´ristique est suppose´e
inde´pendante de l’aˆge. Dans le cas ou` une caracte´ristique x de l’individu n’est pas renseigne´e,
la variable associe´e prend la valeur 0 si elle est quantitative et la valeur {0}N(x) si elle est
cate´gorielle, de sorte que mode`le co¨ıncide avec le mode`le de Cairns classique. En revanche,
si la variable est renseigne´e, elle prend une valeur non nulle et modifie la valeur du taux
de mortalite´. De plus, on souhaite conserver la pre´cision d’un mode`le de mortalite´ par
aˆge sans se restreindre a` des tranches d’aˆge. Par conse´quent, il faut que α1(t) = A1(t) et
α2(t) = A2(t).
Ainsi, on a ∀l ∈ {1, .., N}, ∀a ∈ Al
logit[q1(y, x, a, t)] = log
(
q1(y, x, a, t)
1− q1(y, x, a, t)
)
= A1(t) + aA2(t) +
Mx∑
i=1
βli(t)
>xi +
My∑
j=1
γlj(t)
>yj .
Il est facile de voir que
Mx∑
i=1
βli(t)
>xi +
My∑
j=1
γlj(t)
>yj = logit
[
q1(y, x, a, t)
]− logit [q0(a, t)] .
200
Chapitre 5. Mode´lisation de la mortalite´ individuelle
Ainsi, en conside´rant un autre ensemble de donne´es de mortalite´ sur l’ensemble des carac-
te´ristiques pour chaque tranche d’aˆge, on obtient un historique dans le temps de donne´es
du type logit
[
q1(y, x,Al, t)
]
pour chaque tranche d’aˆge et sur chaque caracte´ristique. Le
terme
∑Mx
i=1 β
l
i(t)xi +
∑My
j=1 γ
l
j(t)yj e´tant inde´pendant de l’aˆge au sein d’une tranche d’aˆge,
on choisit a∗l l’aˆge me´dian de la tranche d’aˆge Al fournissant l’approximation suivante :
Mx∑
i=1
βli(t)
>xi +
My∑
j=1
γlj(t)
>yj = logit
[
q1(y, x,Al, t)
]− logit [q0(a∗l , t)] .
Le terme logit
[
q0(a∗l , t)
]
correspond a` l’historique de donne´es de taux de mortalite´ (don-
ne´es nationales) par aˆge avec lequel on a calibre´ le mode`le de Cairns (de´ja` calibre´ au pre´a-
lable). Le terme logit
[
q1(y, x,Al, t)
]
provient de la deuxie`me source de donne´es disponible
concernant la mortalite´ par tranche d’aˆge sur l’ensemble des caracte´ristiques e´tudie´es. En
conside´rant que les coefficients de la re´gression logistique pour chaque tranche d’aˆge βli et γ
l
i
qui sont eux meˆme stochastiques. On de´crit la dynamique des vecteurs βl = (βl1, ..., β
l
Mx
)>
et γl = (γl1, ..., γ
l
My
)>. On a ∀1 ≤ l ≤ N, :
βl(t) = βl(t− 1) + µl,β + C l,βZβ,
γl(t) = γl(t− 1) + µl,γ + C l,γZγ ,
ou` µl,β (resp µl,γ) est un vecteur de taille Mx (resp My) et C
l,β (resp C l,γ) est une matrice
de corre´lations entre les diffe´rentes caracte´ristiques de taille Mx ×Mx (resp My ×My).
On pose X(t) = logit
[
q1(y, x,Ak, t)
] − logit [q0(ak, t)] et on de´finit la se´rie temporelle
∆X(t) = X(t)−X(t−1). Les coefficients µl,β, µl,γ , C l,β et C l,γ sont calibre´s par la me´thode
de moindres carre´es en utilisant les deux types de donne´es disponibles. Dans la proce´dure
de calibration, on associe les tables de mortalite´ nationale par aˆge utilise´es habituellement
aux informations issues de l’E´chantillon De´mographique Permanent de l’INSEE 2.
Par conse´quent, ce mode`le correspond a` une extension du mode`le de Cairns tout en conser-
vant la calibration classique sur les tables de mortalite´ par aˆge. Il sera donc facile a` utiliser
par des compagnies d’assurance qui posse`dent des donne´es pre´cises sur ses assure´s. Enfin,
ce mode`le de´crit l’e´volution de l’impact des caracte´ristiques dans le temps en analysant par
exemple l’e´volution de l’impact d’une caracte´ristique sur la mortalite´ au cours du temps.
En re´sume´, ce mode`le de mortalite´ e´tend la mode´lisation de Cairns de´crivant la dyna-
mique du logit du taux de mortalite´ par aˆge. Le facteur ale´atoire est commun a` tous les
individus mais le taux de mortalite´ est individuel dans la mesure ou` il est fonction des
traits caracte´ristiques de l’individu e´tudie´. Malgre´ l’ajout de facteurs ale´atoires, ce mode`le
2. Nous remercions l’INSEE de nous avoir fourni ces donne´es pre´cieuses.
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a l’avantage conside´rable de conserver le taux de mortalite´ positif puisque la fonction re´ci-
proque du ”logit” prend des valeurs entre 0 et 1. En effet, on en de´duit le taux de mortalite´
par aˆge et par traits q(yj , xi, a) pour un ensemble de caracte´ristique individuelles et un
ensemble de caracte´ristiques d’environnement pour chaque aˆge en inversant le logit par la
relation suivante :
q(yj , xi, a) =
elogit[q(yj ,xi,a)]
1 + elogit[q(yj ,xi,a)]
=
1
1 + e−logit[q(yj ,xi,a)]
.
Enfin, le mode`le e´tend un mode`le standard de mortalite´ ce qui le rend plus transparent et
facile a` utiliser pour les acteurs de marche´ que ce soit en assurance ou en finance.
Remarque 5.7. Ce mode`le a en plus l’avantage de pouvoir corre´ler les facteurs de longe´vite´
a` ceux que l’on pourrait utiliser afin de de´crire l’e´volution des taux d’inte´reˆt. Ce mode`le
pourrait eˆtre utilise´ afin d’e´valuer des produits d’assurance vie qui me´langeraient risque de
longe´vite´ et risque de taux d’inte´reˆt.
5.4 E´tude quantitative de l’influence des caracte´ristiques sur
la mortalite´
Dans cette partie, nous conside´rons le mode`le de mortalite´ par aˆge et par traits introduit
dans la section pre´ce´dente. Ce mode`le tient compte d’un ensemble de caracte´ristiques des
individus (dont l’aˆge) et va permettre d’analyser quel est l’impact de ces caracte´ristiques
sur la mortalite´ ainsi que l’e´volution de cet impact. Pour cela, il faut calibrer le mode`le sur
des donne´es spe´cifiques.
5.4.1 Analyse de l’E´chantillon De´mographique Permanent
Nous avons e´te´ confronte´ au proble`me de confidentialite´ des donne´es et il a e´te´ tre`s dif-
ficile de nous les procurer. L’INSERM 3 nous a fourni des donne´es de mortalite´ par causes
me´dicales de mortalite´ comme les cancers, les maladies cardiovasculaires, et autres causes.
Ce sont des causes tre`s importantes de mortalite´ mais ces donne´es sont difficiles a` exploiter
et posent de nombreux proble`mes. Tout d’abord, la cause ”finale” du de´ce`s est renseigne´e
par un me´decin mais sa de´termination n’est pas force´ment fiable puisque de nombreux de´ce`s
n’ont pas une cause unique et surviennent a` la suite de la contraction de plusieurs mala-
dies. De plus, il est difficile de savoir en quelle anne´e un individu a re´ellement contracte´ la
maladie puisqu’elle est souvent de´tecte´e a` un stade avance´ avec apparition de symptoˆmes.
3. Nous remercions les chercheurs de l’INSERM et en particulier Gre´goire Rey et Eric Jougla avec qui
nous avons eu des discussions inte´ressantes.
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Il faudrait estimer chaque anne´e la probabilite´ de de´ce`s d’un individu ayant une de ces
maladies ce qui est loin d’eˆtre e´vident sans l’information concernant la date d’apparition
de la maladie. Enfin, dans le but d’effectuer des sce´narios de mortalite´ d’un individu, il
faudrait aussi introduire des probabilite´s d’occurrence de ces maladies. Par conse´quent, ce
mode`le est difficilement adaptable aux causes directes de mortalite´ comme les maladies car
il faudrait des donne´es pre´cises sur l’occurrence de ces maladies.
E´chantillon De´mographique Permanent (EDP)
Ainsi, nous nous sommes inte´resse´s aux donne´es par caracte´ristiques en utilisant l’e´chan-
tillon de´mographique permanent (EDP) de l’INSEE [16]. Ce fichier recense l’e´volution de
la situation de 992711 personnes (qui sont ne´es a` partir de 1866) qui continuent a` vivre
actuellement ou qui sont de´ce´de´es a` une date (qui est renseigne´e). Ces personnes ont po-
tentiellement e´te´ recense´es a` diffe´rentes dates 1968, 1975, 1982, 1990 et 1999 et nous avons
acce`s a` diffe´rentes caracte´ristiques pour des personnes qui sont toujours vivantes et qui ont
rempli leur fiche de recensement. Cet e´chantillon contient l’ensemble des franc¸ais ne´s un
jour parmi quatre jours de l’anne´e (1, 2, 3 et 4 octobre) et contient un dossier individuel
avec l’ensemble des bulletins de recensement de 1968 a` 1990 ainsi que les bulletins statis-
tiques d’e´tat civil et les mentions de de´ce`s. Le fait de suivre la population va permettre
d’e´tudier un taux de mortalite´ non pas en fonction d’une situation fige´e (avec la de´claration
au moment du de´ce`s) mais en fonction de la situation a` diffe´rentes dates. Ainsi, il sera
possible de tenir compte d’e´ventuels changements de situation.
En effet, un proble`me classique est de mesurer l’impact d’une caracte´ristique qui e´volue
dans le temps. Si nous cherchons a` mesurer la mortalite´ par milieu social, une me´thode
classique qui a longtemps e´te´ utilise´e e´tait d’analyser la cate´gorie sociale au moment du
de´ce`s. Pour la mesurer, il suffisait de conside´rer pour chaque cate´gorie sociale le ratio des
de´ce`s de l’anne´e d’un recensement (ou sur une pe´riode contenant le recensement) divise´
par l’effectif de la population. Cette me´thode est assez simple mais conduit a` des re´sultats
parfois surprenants re´sultant de la distorsion entre nume´rateurs et de´nominateurs. En effet,
les informations collecte´es au de´ce`s et les informations issues de recensement son faites dans
des conditions diffe´rentes et sont traite´es diffe´remment. De`s 1907, M. Huber analysait ce
proble`me : la situation professionnelle e´tant mouvante et pouvant concerner des me´tiers
mal identifie´s, le risque de distorsion devient important. Et il est d’ailleurs possible que la
de´claration du bulletin de de´ce`s ait tendance a` valoriser la profession du de´funt en rehaus-
sant son statut.
Pour re´soudre ce type de proble`me, l’INSEE a mis en place une observation longitudinale
consistant a` suivre des individus dont les caracte´ristiques sont recense´es a` diffe´rentes dates
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pour lesquels ils renseignent la date de de´ce`s. Cela permet de passer outre les proble`mes
de distorsion en ayant un suivi de la cate´gorie sociale de l’individu au cours de sa vie.
Concernant les individus de l’E´chantillon De´mographique Permanent qui sont partis vivre
a` l’e´tranger, le consulat en informe l’INSEE qui met a` jour son re´pertoire. Ainsi, les dis-
torsions entre les de´clarations de l’e´tat civil et les recensements sont supprime´es. Le cas
des retraite´s peut facilement eˆtre traite´ car nous avons un suivi des cate´gories socioprofes-
sionnelles qu’ils ont connu durant leur vie et nous choisissons la cate´gorie ”repre´sentative”.
D’autre part, cette source de donne´e ne vieillit pas de`s lors que l’e´chantillon est renouvele´
(avec les nouvelles naissances) et mis a` jour a` chaque recensement.
Concernant la significativite´ de certaines caracte´ristiques, de nombreuses e´tudes ont e´te´
mene´es sur la population franc¸aise et l’e´chantillon de´mographique permanent expliquant
que la CSP, le statut matrimonial, le niveau d’e´tudes ont une influence sur la mortalite´
(voir Section pre´ce´dente). Nous ne reproduirons pas ces tests qui consistent a` effectuer des
re´gressions logistiques et a` faire des tests de significativite´ en utilisant les odd ratio. Ces
e´tudes ont e´te´ mene´es par de nombreux chercheurs dont F. Jusot au cours de son doctorat
[17].
E´tude de la pre´cision des donne´es de l’EDP
On s’inte´resse maintenant aux donne´es de l’EDP. Tout d’abord, on ve´rifie que cet e´chan-
tillon est repre´sentatif de la population au sens ou` les taux de mortalite´ par aˆge et par
date sont a` peu pre`s les meˆmes. On calcule le taux de mortalite´ qEDP (Al, t) a` une date
t sur une tranche d’aˆge Al obtenu avec l’e´chantillon de´mographique et on le compare au
taux de mortalite´ national q(a∗l , t) (provenant de la Human Mortality Database (HMD))
a` l’aˆge me´dian a∗l . Par exemple, on compare la probabilite´ d’un individu de l’EDP dont
l’aˆge appartient a` la tranche d’aˆge 40/45 de de´ce´der au cours de l’anne´e 1980 au taux de
mortalite´ nationale a` 42 ans observe´ cette meˆme anne´e. Les probabilite´s se re´ve`lent eˆtre tre`s
proches les unes des autres mais elles commencent a` s’e´loigner les aˆges e´leve´s. Cela re´sulte
du manque de donne´es dans l’e´chantillon mais aussi des diffe´rences de niveau de mortalite´
au sein d’une meˆme tranche d’aˆge. On peut donner une borne supe´rieure heuristique qui
est toujours ve´rifie´e empiriquement sur ces donne´es.
qEDP (Al, t)− q(a∗l , t) < 0.1× qEDP (Al, t).
On a d’ailleurs compare´ les logit de mortalite´ (changement d’e´chelle) pour avoir un point de
vue plus pre´cis sur les diffe´rentes tranches d’aˆge. On obtient pour les hommes les re´sultats
suivants (meˆme type de re´sultats pour les femmes) :
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Figure 5.30 – Pre´cision des donne´es de mortalite´ pour les hommes issues de l’EDP par
rapport aux tables de mortalite´ par tranche d’aˆge ou pour l’aˆge me´dian
Figure 5.31 – Pre´cision des donne´es en logit de mortalite´ pour les hommes issues de l’EDP
par rapport aux tables de mortalite´ par tranche d’aˆge ou pour l’aˆge me´dian
Ces re´sultats sont valables pour l’ensemble des tranches d’aˆge (tranches de 5 ans pour les
personnes aˆge´es de 25 a` 85 ans) que l’on a e´tudie´ et sur l’ensemble des dates de 1968 a`
1990. On peut en conclure que l’e´chantillon de´mographique est repre´sentatif de la popula-
tion franc¸aise et cela confirme aussi que l’approximation de l’aˆge me´dian pour une tranche
d’aˆge est tre`s bonne. Pour information, l’e´cart entre le logit de mortalite´ des donne´es de
l’EDP par aˆge et le logit de mortalite´ des donne´es nationales reste relativement faible sur
l’ensemble des tranches d’aˆge et sur chaque date. Cela prouve bien que la fonction logit a
de bonnes proprie´te´s intrinse`ques pour l’e´tude des taux de mortalite´. En effet, la fonction
logit permet d’analyser les taux de mortalite´ a` diffe´rentes tranches d’aˆges avec une erreur de
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pre´cision du meˆme ordre de grandeur quelque soit l’aˆge. Il serait inte´ressant de comprendre
si il existe une cause lie´e a` la structure de l’e´chantillon propose´ autre que sa taille qui est
plus faible que la taille de la population nationale.
Maintenant qu’on sait que les calculs de probabilite´s de de´ce`s sont raisonnablement pre´cis
pour chaque tranche d’aˆge, on va chercher a` calculer des taux de mortalite´ par tranche
d’aˆge et par traits. On conside`re l’e´chantillon de la population a` une date donne´e et pour
chaque tranche d’aˆge et on distingue les individus ayant une caracte´ristique donne´e. Cela
permet de calculer un taux de mortalite´ pour chaque tranche d’aˆge et chaque trait.
Commentaires sur la calibration du mode`le sur les donne´es
L’objectif est d’effectuer des projections a` l’aide du mode`le de mortalite´ par aˆge et par
traits. Pour cela, on analyse l’influence des diffe´rentes caracte´ristiques sur un historique de
donne´es, on calibre les parame`tres du mode`le et on en de´duit des sce´narios d’e´volution de la
mortalite´ en fonction de diffe´rentes caracte´ristiques. On rappelle que la mode´lisation est une
re´gression logistique indirecte puisqu’en pratique on aboutit a` un mode`le logistique mais
avec une proce´dure le´ge`rement diffe´rente. En effet, on n’effectue pas la re´gression logistique
directement, car on a souhaite´ eˆtre cohe´rent avec les mode`les de mortalite´ par aˆge sans
perdre de pre´cision due a` la mode´lisation par tranche d’aˆge. De plus, si on conside´rait di-
rectement la re´gression logistique classique par aˆge et par traits et qu’on ne renseignait pas
les traits des individus, on ne pourrait pas re´cupe´rer les courbes nationales de mortalite´ par
aˆge. Cela s’explique par le fait que les parame`tres d’une re´gression logistique de´pendent du
flux d’information en entre´e et qu’il est ne´cessaire de renseigner tous les traits de l’individu
si on veut utiliser le mode`le.
On souligne une proprie´te´ importante sur la pre´cision des donne´es de l’EDP. Le premier
recensement commence en 1968 mais les donne´es de l’EDP deviennent de plus en plus
pre´cises dans le temps avec un plus grand nombre de personnes recense´es. Ainsi, il faut
trouver un bon compromis sur le nombre de donne´es a` prendre : il faut prendre en compte
des donne´es pre´cises mais il faut aussi estimer les parame`tres du mode`le pour lequel un
nombre suffisant de donne´es est ne´cessaire. Il n’est pas possible de faire un ”backtesting”
car il n’existe pas de tables de re´fe´rence pour les taux de mortalite´ par aˆge et par traits. Le
mode`le de mortalite´ par aˆge utilise´ sera en revanche calibre´ en ayant fait une proce´dure de
backtesting empirique (voir Section pre´ce´dente) au pre´alable afin de de´terminer les sets de
calibrations adapte´s.
Enfin, il est e´videmment possible d’ame´liorer le traitement des donne´es par de nombreuses
me´thodes statistiques afin d’obtenir des calculs de probabilite´s plus pre´cis. Nous e´vitons au
maximum les donne´es manquantes (en ne les prenant pas en compte), mais il est suˆrement
possible d’ame´liorer ces re´sultats avec des me´thodes statistiques plus robustes. En effet,
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le fait de ne pas conside´rer ces donne´es manquantes restreint le nombre de personnes de
l’e´chantillon et rend les calculs de probabilite´s moins pre´cis. De plus, il est assez difficile
d’obtenir des re´sultats pre´cis sur la mortalite´ et de nombreuses e´tudes sont faites pour
ame´liorer le calcul des probabilite´s de de´ce`s.
Le but de cette e´tude n’e´tant pas de fournir des re´sultats parfaits ou de re´fe´rence mais
plutoˆt de comprendre comment calibrer le mode`le de mortalite´ par aˆge et par traits et
de comprendre quels type de de´veloppements et re´sultats peuvent eˆtre mis en place. Les
re´sultats trouve´s sont souvent assez intuitifs, nous laissons aux personnes inte´resse´es le soin
d’imple´menter leur propre mode`le et leur propre me´thode de calibration.
Informations comple´mentaires sur les donne´es de l’EDP
Pour avoir une ide´e de la taille de l’e´chantillon utilise´ dans le calcul des probabilite´s
de de´ce`s, on donne un exemple du type d’information que l’on peut re´cupe´rer avec ces
donne´es. On e´tudie l’influence du statut matrimonial sur la mortalite´ en 2003. On peut
recenser le nombre de personnes vivantes et le nombre de de´ce`s pour chaque tranche d’aˆge
en distinguant le sexe et le statut matrimonial de l’individu.
aˆge non recense´s non recense´s marie´s marie´s non marie´s non marie´s
de´ce`s vivants de´ce`s vivants de´ce`s vivants
25/30 0 2967 2 1085 14 22146
30/35 1 2684 2 6717 23 19438
35/40 2 1839 14 12206 33 15093
40/45 1 1437 22 15144 32 11422
45/50 1 1034 46 16631 58 8790
50/55 1 1077 74 18132 79 7180
55/60 1 977 91 16437 68 5095
60/65 2 659 104 12095 69 3495
65/70 2 480 171 12610 44 2892
70/75 0 269 224 11326 90 2623
75/80 0 152 328 8508 142 2132
80/85 0 101 366 5693 132 1679
85et+ 0 136 373 7398 249 4160
Table 5.1 – Tableau de la structure des hommes l’e´chantillon en 2003 permettant le calcul
des probabilite´s de de´ce`s par statut maritaux
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aˆge non recense´es non recense´es marie´es marie´es non marie´es non marie´es
de´ce`s vivantes de´ce`s vivantes de´ce`s vivantes
25/30 1 2964 1 2861 7 19721
30/35 0 2558 2 9678 15 16233
35/40 1 1781 1 14298 8 12478
40/45 0 1194 15 16541 13 10013
45/50 0 1095 22 17178 22 8276
50/55 0 969 36 17784 30 7472
55/60 2 741 34 15194 32 5737
60/65 1 492 44 12002 28 4277
65/70 0 346 66 11628 54 4919
70/75 0 267 156 10201 91 6277
75/80 1 173 156 7601 192 7142
80/85 0 162 167 4436 299 6737
85 et + 2 215 194 4202 1227 17175
Table 5.2 – Tableau de la structure des femmes l’e´chantillon en 2003 permettant le calcul
des probabilite´s de de´ce`s par statut maritaux
Tout d’abord, concernant le statut matrimonial, on observe que l’effectif des femmes aux
aˆges tre`s e´leve´s est pre`s de deux fois plus e´leve´ que celui des hommes et qu’il y a beaucoup
plus de femmes veuves que d’hommes veufs. Cette information est souvent souligne´e par
les de´mographes lorsqu’ils publient des analyses de la population franc¸aise. Cela traduit
bien le fait que les femmes vivent plus longtemps que les hommes et que leur mari de´ce`de
souvent en premier.
Remarque 5.8. On peut voir tout d’abord que l’e´chantillon est assez important mais que
c¸a n’est pas encore ide´al pour un calcul pre´cis de probabilite´s de de´ce`s. Il faudrait avoir
un e´chantillon plus important. L’autre alternative est de ne pas conside´rer uniquement les
de´ce`s d’une anne´e mais plutoˆt l’ensemble des de´ce`s sur une pe´riode donne´e. Par exemple, au
lieu d’avoir 5 taux de mortalite´ entre 2000 et 2004, on aurait un taux de mortalite´ constant
pour la pe´riode 2000/2004. Il faudrait adapter le mode`le d’e´volution a` ce cadre pour avoir
une e´volution du taux entre chaque pe´riode.
5.4.2 E´tude de l’influence de la cate´gorie socioprofessionnelle
On cherche a` analyser le taux de mortalite´ par cate´gories socioprofessionnelles (CSP), a`
mettre en place le mode`le de mortalite´ et a` le calibrer. Chaque anne´e, le nombre d’individus
de´ce´de´s par aˆge et par CSP est rapporte´ au nombre d’individus vivants durant cette anne´e
avec ses meˆmes caracte´ristiques. Tout d’abord, on propose une premie`re classification des
cate´gories socioprofessionnelles :
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• inactif : 0
• agriculteurs : 1
• artisans, commerc¸ants, chef d’entreprises : 2
• cadres et professions intellectuelles supe´rieures : 3
• Professions interme´diaires : 4
• Employe´s : 5
• Ouvriers : 6
On a choisi de prendre cette classification en regardant des e´tudes faites par l’INSEE qui pu-
blie un indice standardise´ de mortalite´ (ISM) par CSP. Cet indice est un indice multiplicatif
de mortalite´ par rapport a` une mortalite´ de re´fe´rence (celle des employe´s) ce qui permet
de comparer sur une pe´riode la mortalite´ entre diffe´rentes cate´gories socioprofessionnelles
(voir Table 5.3). L’INSEE a calcule´ ces indices de mortalite´ en analysant la mortalite´ des
personnes d’aˆge compris entre 45 ans et 64 ans sur les dates de 1982 a` 2001.
Femmes Hommes
N’a jamais travaille´ 1.2 1.9
Travaille ou a de´ja` travaille´ 1 1
Cadres ou professions intellectuelles supe´rieures 0.8 0.6
Professions interme´diaires 0.8 0.9
Artisans, commerc¸ants, chef d’entreprise 0.9 0.9
Employe´s 1.0 1.0
Agriculteurs exploitant 0.9 0.8
Ouvriers 1.1 1.2
Table 5.3 – Indice standardise´ de mortalite´ par CSP et par sexe sur la pe´riode de 1982 a`
2001 pour des hommes et femmes de 45 a` 64 ans
L’analyse de ce tableau permet de souligner plusieurs phe´nome`nes. Tout d’abord, la
classes des inactifs connaˆıt une surmortalite´ tre`s importante, surtout chez les hommes avec
une surmortalite´ de 90% par rapport a` la mortalite´ moyenne des hommes. De plus, il existe
des classes protectrices comme celle des cadres et professions intellectuelles supe´rieures alors
que certaines classes sont expose´es a` une surmortalite´ comme celle des ouvriers. Enfin, la
dernie`re chose importante a` relever est que la structure socioprofessionnelle a davantage
d’effets sur la mortalite´ des hommes que sur la mortalite´ des femmes et que l’inactivite´ a
un impact moindre sur les femmes. Cela nous ame`ne donc a` penser que nos re´sultats seront
suˆrement significatifs pour les hommes alors que pour les femmes, ils seront plus difficiles
a` interpre´ter.
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On ne peut pas conside´rer les donne´es pour chaque aˆge, chaque CSP et chaque anne´e
puisque les probabilite´s calcule´es seraient trop impre´cises. En mode´lisant l’ensemble des
aˆges entre 20 et 90 ans et l’ensemble des CSP qui sont au nombre de 7 dans la classification
globale. il faudrait donc recenser 70× 7 = 560 types d’individus et ce qui revient a` calculer
560 probabilite´s de de´ce`s a` chaque date. Le calcul se re´ve´lerait impre´cis et fournirait des re´-
sultats invraisemblables. Il faut donc trouver un moyen pour regrouper certaines cate´gories
d’individus afin d’obtenir des probabilite´s de de´ce`s assez pre´cises. On note que la me´thode
ne´cessite de plus une inde´pendance de l’impact des traits et de l’aˆge car le mode`le postule
que l’e´volution de la mortalite´ par aˆge est inde´pendante de celles des caracte´ristiques.
Un moyen de passer outre ce proble`me, tout en conservant une inde´pendance entre l’e´vo-
lution par aˆge et par traits, est de conside´rer un mode`le de mortalite´ par tranche d’aˆge.
Il faut e´tudier la mortalite´ par caracte´ristiques et par tranche d’aˆge, ces tranches d’aˆge ne
devant pas eˆtre trop ”larges”. Pour l’ensemble des personnes d’aˆge compris entre 25 ans et
90 ans, on obtient 14 tranches d’aˆge de 5 ans.
De plus, le calcul a` chaque anne´e de l’ensemble des probabilite´s par tranche d’aˆge et par
CSP correspond a` 13 × 7 = 91 probabilite´s a` calculer pour chaque date. Si on estime ces
probabilite´s, on se rend compte que les re´sultats restent encore impre´cis. Pour une e´tude
pratique, il faut encore affiner ce calcul de probabilite´. En effet, l’ide´e de la mode´lisation
va eˆtre de regarder l’e´volution de l’impact des CSP dans le temps (sur une dure´e de 38 ans
environ de 1968 a` 2006) et de calibrer les parame`tres pour qu’il soit cohe´rent avec l’histo-
rique des variations. Si de la date t a` t + 1, il y a une impre´cision trop importante due a`
un calcul pas assez pre´cis des probabilite´s de de´ce`s, le mode`le n’aura pas grand inte´reˆt et
ne fournira pas des re´sultats satisfaisants. Pour avoir un calcul plus pre´cis de probabilite´s
de de´ce`s par caracte´ristiques, on a analyse´ l’ISM (voir Table 5.3) qui incite a` rassembler les
CSP dans des classes plus larges de la manie`re suivante :
• inactifs (hors retraite´s) et non de´clare´s (donne´es non exploitables) : CSP0
• cate´gories ”supe´rieures” (cadres et professions intellectuelles supe´rieures, artisans,
commerc¸ants, chefs d’entreprise, professions interme´diaires, agriculteurs) : CSP1
• cate´gories ”infe´rieures” (employe´s et ouvriers) : CSP2
Cela ame`ne a` de´finir la variable CSP comme une variable cate´gorielle posse´dant 3 classes :
CSP =
(
1{CSP=CSP0}, 1{CSP=CSP1}, 1{CSP=CSP2}
)
.
Par conse´quent, on peut e´crire le mode`le de mortalite´ par aˆge et trait de la manie`re suivante :
∀a ∈ Al, logit(q(CSP, a, t)) = A1(t) + aA2(t) + βlCSP,0(t)1{CSP=CSP0}
+βl1(t)1{CSP=CSP1} + β
l
2(t)1{CSP=CSP2}.
La somme des indicatrices est e´gale a` 1 et correspond a` la variable intercept sous jacente
a` A1. Les e´tudes de l’INSEE ainsi que l’ISM re´ve`lent que la cate´gorie ”supe´rieure” doit
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avoir une mortalite´ infe´rieure a` celle de la cate´gorie ”infe´rieure” et une mortalite´ encore
infe´rieure a` la cate´gorie des inactifs. Les inactifs ont un statut a` part car ils connaissent une
surmortalite´ tre`s importante par rapport a` n’importe quelle autre classe professionnelle. Le
proble`me est qu’il est difficile de distinguer dans les donne´es de l’EDP les personnes inac-
tives des personnes n’ayant pas de´clare´ leur situation professionnelle au cours des diffe´rents
recensements. On a choisi de rassembler ces deux types de personnes au sein d’une meˆme
classe qui sera difficile a` analyser. Il y aura bien e´videmment un biais lie´ aux de´clarations
errone´es mais il est naturel d’obtenir la classification suivante :
∀t,∀Al, q(CSP0, Al, t) ≥ q(CSP2, Al, t) ≥ q(Al, t) ≥ q(CSP1, Al, t).
On ve´rifie cela assez facilement sur l’ensemble des donne´es puisque sur chaque tranche d’aˆge,
la probabilite´ nationale de de´ce`s est presque toujours comprise entre celle de la cate´gorie
supe´rieure et celle de la cate´gorie infe´rieure. Il est possible d’analyser les diffe´rences lie´es
aux caracte´ristiques sur les logit de mortalite´ ou sur le taux de mortalite´ directement. En
effet, la mode´lisation repose sur des diffe´rences de logit de mortalite´ et il faut analyser ces
diffe´rences que l’on injecte dans notre mode`le. Cependant, la fonction logit n’e´tant pas une
fonction line´aire, il peut eˆtre difficile d’interpre´ter les e´carts de mortalite´. On repre´sente
les e´carts en taux de mortalite´ mais qui sont difficiles a` interpre´ter du fait d’une grande
variation suivant les aˆges. On prend l’exemple de la tranche d’aˆge des 65/69 ans et on
repre´sente l’e´volution dans le temps de la surmortalite´ de la classe infe´rieure par rapport a`
la moyenne nationale.
Figure 5.32 – E´volution du facteur βCSP2(t) entre 1968 et 2005
Les donne´es de l’EDP re´ve`lent une surmortalite´ de la classe infe´rieure par rapport a` la mor-
talite´ moyenne ainsi qu’une sous mortalite´ de la classe supe´rieure par rapport a` la mortalite´
moyenne. Il est possible d’essayer de capter une tendance d’e´volution de cette surmortalite´
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et de cette sous mortalite´ en conside´rant une pe´riode pendant laquelle on estime qu’il n’y
a pas eu de rupture de tendance. Cependant il apparaˆıt difficile de capter une volatilite´ car
les donne´es sont tre`s bruite´es. En effet, les variations observe´es ne correspondent pas un
effet de volatilite´ mais plutoˆt a` un bruit important des donne´es du fait d’un nombre peu
pre´cis de donne´es. En pratique, il faudrait un e´chantillon plus important afin de pouvoir
estimer une ve´ritable volatilite´ d’e´volution ce qui limite a` l’e´tude d’une tendance d’e´volu-
tion. Concernant la diffe´rence de mortalite´ initiale, on fait une moyenne sur les 5 dernie`res
anne´es entre 2000 et 2005 et on obtient les courbes de mortalite´ suivantes :
Figure 5.33 – Logit de mortalite´ des hommes pour diffe´rentes CSP calcule´s avec les donne´es
de 2000 a` 2005
Figure 5.34 – Logit de mortalite´ des femmes pour diffe´rentes CSP calcule´s avec les donne´es
de 2000 a` 2005
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La mortalite´ des hommes est tout a` fait cohe´rente avec ce que l’on attend mais que la
cate´gorie sociale des femmes est difficile a` prendre en compte. Cela s’explique par le fait
que la structure de cate´gories socioprofessionnelles affecte moins les femmes que les hommes.
Ayant calibre´ au pre´alable le mode`le de Cairns par aˆge et utilisant les informations obtenues
sur la diffe´rence de mortalite´ par CSP (diffe´rence initiale et tendance), on a calibre´ un
mode`le d’e´volution de mortalite´ par aˆge et CSP. En calibrant les effets de tendances, on
peut essayer d’analyser la de´formation des tables de mortalite´ dans le temps. Ainsi, on
repre´sente la mortalite´ moyenne pre´vue pour 2017 :
Figure 5.35 – Courbes de logit de mortalite´ des hommes en 2017 pour diffe´rentes CSP et
par aˆge
Figure 5.36 – Courbes de logit de mortalite´ des femmes en 2017 pour diffe´rentes CSP et
par aˆge
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Ces courbes soulignent plusieurs phe´nome`nes. Tout d’abord, la CSP a un re´el impact sur
la mortalite´ des hommes alors que les femmes sont bien moins affecte´es par la cate´gorie
sociale. Si on analyse les e´carts de mortalite´ avec la mortalite´ moyenne, on remarque que
l’impact de la cate´gorie supe´rieure a tendance a` diminuer alors que l’impact de la cate´-
gorie infe´rieure a tendance a` augmenter. Cela peut s’expliquer par le fait que les hommes
appartiennent de plus en plus a` la cate´gorie sociale supe´rieure et de moins en moins dans
la cate´gorie infe´rieure ce qui rend la cate´gorie infe´rieure de plus en plus discriminante par
rapport a` la cate´gorie moyenne.
Ainsi, le proble`me de l’e´tude de l’impact de la CSP est assez complique´ pour plusieurs
raisons. Tout d’abord, les femmes apparaissent bien moins affecte´es par la structure des
cate´gories socioprofessionnelles et cette variable se re´ve`le par conse´quent difficile a` e´tudier
et a` interpre´ter concernant le sexe fe´minin. De plus, la CSP est une variable changeante
dans le temps et bien que l’on ait fait une e´tude longitudinale adapte´e a` ce genre de variable,
il n’est pas facile de capter l’e´volution de l’impact de cette variable. Il faudrait des variables
moins changeantes dans le temps comme le niveau de revenu (dont l’e´volution est stable
dans le temps) ou le niveau de diploˆme.
Remarque 5.9. La classe des cate´gories socioprofessionnelles refle`te ge´ne´ralement la si-
tuation et les conditions de vie d’un individu. On aurait pu analyser l’impact du niveau
de revenu qui est une variable purement e´conomique et qui est significative. Le niveau de
revenu dont l’e´volution est assez stable dans le temps est connu pour avoir un impact ma-
jeur dans le niveau de mortalite´ [17] et donnerait des re´sultats suˆrement inte´ressants. Les
donne´es sur les niveaux de revenu n’e´tant pas accessibles, on analyse quelle est l’influence
du niveau de diploˆme qui est une autre variable socioe´conomique.
5.4.3 E´tude de l’influence du niveau de diploˆme
Cette partie concerne l’analyse de la variable du niveau d’e´ducation au travers du niveau
de diploˆme. Cette variable, n’ayant pas e´volue´ significativement dans le temps puisque
les diploˆmes sont les meˆmes depuis pre`s de 50 ans, l’e´volution sera plus facile a` analyser.
On a choisi de prendre comme niveau de re´fe´rence le diploˆme du baccalaure´at qui est la
re´fe´rence nationale. On distingue d’une part les personnes ayant poursuivi leurs e´tudes avec
l’obtention d’un diploˆme universitaire et d’autre part les personnes qui n’ayant pas e´te´ au
dela` du baccalaure´at.
• sans diploˆme ou non de´clare´s (donne´es non exploitable) : DIP0
• diploˆme supe´rieur (> BAC) : DIP1
• diploˆme infe´rieur (≤ BAC) : DIP2
La variable de diploˆme est de´finie par
DIP =
(
1{DIP=DIP0}, 1{DIP=DIP1}, 1{DIP=DIP2}
)
.
214
Chapitre 5. Mode´lisation de la mortalite´ individuelle
∀a ∈ Al, logit(q(DIP, a, t)) = A1(t) + aA2(t) + βlDIP,0(t)1{DIP=DIP0}
+βlDIP,1(t)1{DIP=DIP1} + β
l
DIP2(t)1{DIP=DIP2}.
Comme pour la CSP, on peut analyser les facteurs βli et voir leur e´volution dans le temps.
Quelque soit le sexe conside´re´, il existe un diffe´rentiel de mortalite´ assez important entre
les personnes ayant un diploˆme supe´rieur et les personnes n’en ayant pas. Cela se ve´rifie
chez les hommes et chez les femmes dont la mortalite´ est significativement affecte´e par cette
nouvelle variable.
Figure 5.37 – Logit de mortalite´ des hommes pour diffe´rents niveaux de diploˆme calcule´s
avec les donne´es de 2000 a` 2005
Figure 5.38 – Logit de mortalite´ des femmes pour diffe´rents niveaux de diploˆme calcule´s
avec les donne´es de 2000 a` 2005
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Ainsi, on peut effectuer une projection tendancielle afin de produire des tables de mortalite´
prospectives par aˆge et par niveau de diploˆme. On repre´sente l’e´volution moyenne de la
mortalite´ en 2017 pour les hommes et les femmes.
Figure 5.39 – Courbes de logit de mortalite´ des hommes en 2017 pour diffe´rents niveaux
de diploˆmes et par aˆge
Figure 5.40 – Courbes de logit de mortalite´ des femmes en 2017 pour diffe´rents niveaux
de diploˆmes et par aˆge
Ces graphiques confirment le fait que l’influence du niveau de diploˆme est tre`s importante
et qu’elle affecte a` la fois l’homme et la femme sur l’ensemble des tranches d’aˆge. Le fait
d’avoir un diploˆme universitaire procure une baisse assez importante du taux de mortalite´
par rapport au niveau de mortalite´ moyen. Par conse´quent, les e´tudes universitaires ”pro-
te`gent” contre la mortalite´. On remarque aussi que l’e´cart de mortalite´ entre les personnes
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diploˆme´es et les personnes non diploˆme´es va avoir tendance a` augmenter dans le temps sur
l’ensemble des tranches d’aˆge. Enfin, il est inutile de pousser notre e´tude aux aˆges tre`s e´leve´s
(supe´rieur a` 85 ans) car l’influence du niveau de diploˆme s’estompe et que les donne´es sont
peu nombreuses. On souligne aussi un impact tout de meˆme significatif pour les personnes
aˆge´es entre 70 et 80 ans.
La probabilite´ de de´ce`s par diploˆme a connu des variations assez complexes ces derniers
temps. Depuis une quinzaine d’anne´es, de plus en plus d’e´tudiants obtiennent le diploˆme
du baccalaure´at ce qui va affecter l’importance de ce diploˆme. Il est difficile de pre´dire
son e´volution dans les prochaines anne´es. La variable du diploˆme est tout de meˆme plus
stable dans le temps que les cate´gories socioprofessionnelles et le niveau affecte significati-
vement l’homme et la femme. Ainsi, il est suˆrement pre´fe´rable de conside´rer cette variable
socioe´conomique qui est explicative de la mortalite´ a` la fois pour les hommes et les femmes.
5.4.4 E´tude de l’influence du statut matrimonial
L’influence de la vie de famille est assez complexe pour une autre raison. En effet, le chan-
gement actuel des mœurs pose des proble`mes de mode´lisation de cette variable. On a long-
temps conside´re´ le mariage protecteur mais avec la conjoncture actuelle, les de´mographes
s’accordent a` dire qu’il apparaˆıt plus concret de dire que c’est la vie familiale qui est protec-
trice. Actuellement, de nombreuses personnes sont en couple en e´tant en Pacs ou en me´nage
libre sans eˆtre marie´es officiellement. D’ailleurs, la moitie´ des be´be´s naissent hors mariage
[23]. D’un autre coˆte´, des e´tudes re´ve`lent que la vie en couple sans mariage prote`ge moins
que le mariage [31]. Par conse´quent, le choix de la bonne variable qui transcrit la notion de
vie de famille est difficile a` de´terminer.
On pourrait e´tudier l’impact de la vie familiale qui est plus conservateur que le mariage.
Ici, en l’absence de cette information, on s’inte´resse uniquement au mariage. On compare le
statut ”marie´” et ”non marie´” mais il faudra garder a` l’esprit que de nombreux ce´libataires
peuvent avoir une vie familiale.
On distingue 3 classes concernant le statut matrimonial
• non de´clare´s (donne´es non exploitable) : SM0
• marie´s : SM1
• ce´libataires, divorce´s (sans remariage) ou veufs (sans remariage) : SM2
Dans ce cadre, la variable du statut matrimonial se de´finit par
SM =
(
1{SM=SM0}, 1{SM=SM1}, 1{SM=SM2}
)
.
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Le mode`le peut se re´e´crire classiquement sous la forme
∀a ∈ Al, logit(q(SM, a, t)) = A1(t) + aA2(t) + βlSM0(t)1{SM=SM0}
+βlSM1(t)1{SM=SM1} + β
l
SM2(t)1{SM=SM2}.
On peut encore voir les e´carts de mortalite´ entre les diffe´rents statuts pour l’ensemble des
tranches d’aˆge, et voir son e´volution tendancielle dans les anne´es a` venir. Actuellement,
il existe une diffe´rence significative de mortalite´ pour une personne marie´e et pour une
personne non marie´e quelque soit son aˆge. Cela peut se voir sur les graphiques suivants :
Figure 5.41 – Logit de mortalite´ des hommes pour diffe´rents statuts maritaux calcule´s
avec les donne´es de 2000 a` 2005
Figure 5.42 – Logit de mortalite´ des femmes pour diffe´rentes statuts maritaux calcule´s
avec les donne´es de 2000 a` 2005
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On peut aussi analyser la de´formation de ces courbes de logit de mortalite´ dans le temps
ainsi que leurs projections moyennes en 2017 calcule´es graˆce au mode`le de mortalite´ par
aˆge et par traits.
Figure 5.43 – Courbes de logit de mortalite´ des hommes en 2017 pour diffe´rents statuts
maritaux et par aˆge
Figure 5.44 – Courbes de logit de mortalite´ des femmes en 2017 pour diffe´rents statuts
maritaux et par aˆge
Malgre´ les remarques concernant les proble`mes lie´s a` la variable du statut matrimonial, il
apparaˆıt nettement que le statut de marie´ est protecteur en comparaison des autres sta-
tuts maritaux. On remarque aussi que le mariage conserve son statut protecteur au meˆme
niveau dans le temps. En revanche, il y a des spe´cificite´s lie´es a` l’e´volution du statut ”non
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marie´” : aux aˆges jeunes (avant 50 ans), l’e´cart de mortalite´ entre la cate´gorie ”non marie´”
et la cate´gorie moyenne a tendance a` diminuer alors qu’aux aˆges plus e´leve´s (apre`s 50 ans),
cet e´cart a tendance a` augmenter.
Aux aˆges tre`s jeunes, la diffe´rence est difficile a` prendre en compte car entre 20 et 30 ans par
exemple, les individus viennent de se marier et il n’y a pas de raison claires pour lesquelles
il devrait y avoir une influence du statut matrimonial.
De 30 a` 50 ans, l’impact protecteur du mariage commence a` apparaˆıtre mais il a tendance
a` diminuer dans le temps e´tant donne´ le changement de mœurs avec des personnes qui se
marient de plus en plus tard ou qui sont en couples sans se marier.
Cependant, a` partir de 50 ans, les diffe´rences de mortalite´ sont nettes et se maintiennent
jusqu’aux aˆges e´leve´s (jusque 80 ans) en confrontant le mariage avec le divorce et le veuvage.
Comme le niveau de diploˆme, le statut matrimonial affecte de manie`re quasi syme´trique
l’homme et la femme a` la diffe´rence de la cate´gorie professionnelle qui affecte bien plus les
hommes que les femmes.
Bilan et discussions
Ces diffe´rents tests encouragent a` tenir compte de ces caracte´ristiques dans l’e´tude la
mortalite´. Les caracte´ristiques ont des influences spe´cifiques de´pendant de l’aˆge et du sexe
et il est inte´ressant de choisir la caracte´ristique explicative selon l’aˆge et le sexe de l’individu
analyse´. Par exemple, si nous cherchons a` estimer la mortalite´ d’une femme, il faudra utiliser
le niveau de diploˆme et/ou le statut matrimonial plutoˆt que la cate´gorie sociale. Ces e´carts
de mortalite´ expliquent le fait que les assurances appliquent des re`gles diffe´rentes pour les
rentes suivant les caracte´ristiques des individus.
Variations sur les tranches d’aˆge
Nous avons travaille´ sur des tranches d’aˆges de 5 ans et nous pouvons observer des phe´no-
me`nes diffe´rents selon la tranche d’aˆge analyse´e. Les variations que l’on observe proviennent
de deux causes. D’une part, il peut y avoir des variations de pre´cision de donne´es avec l’aˆge
et d’autre part l’impact de la caracte´ristique de´pend de l’aˆge que l’on conside`re. Nous au-
rions pu prendre des tranches d’aˆge de 10 ans mais les tranches d’aˆge ne doivent pas eˆtre
trop larges afin de conserver une inde´pendance entre les traits et l’aˆge au sein d’une meˆme
tranche d’aˆge. Pour ame´liorer ces simulations, il faudrait trouver un moyen de lisser la
mortalite´ sur l’ensemble des tranches d’aˆges pour avoir des courbes plus re´gulie`res.
De plus, l’e´tude se limite aux aˆges compris entre 30 ans et 85 ans dans la mesure ou` l’in-
fluence des caracte´ristiques est petite aux aˆges faibles et aux aˆges e´leve´s. Il est difficile
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d’avoir un nombre suffisant de donne´es de de´ce`s pour ces tranches d’aˆge. Nous pensons
que les courbes de mortalite´ doivent eˆtre proches de la mortalite´ moyenne pour les aˆges
supe´rieurs a` 85 ans. Par conse´quent, nous avons effectue´ une interpolation line´aire afin de
recoller aux courbes nationales de mortalite´.
Prise en compte de plusieurs variables en meˆme temps
Nous avons e´tudie´ l’influence de diffe´rentes caracte´ristiques inde´pendamment (CSP, niveau
de diploˆme et statut matrimonial). L’ide´al serait de conside´rer l’analyse d’un ensemble de
caracte´ristiques en de´crivant l’influence jointe de ces caracte´ristiques. Par exemple, avec
deux classes pour un trait x1 et deux classes pour un trait x2 ce qui fournit 4 classes de
traits possibles. Nous pre´sentons le mode`le joint qui de´crit la mortalite´ en fonction de l’aˆge,
et des traits x1 et x2. Ce mode`le s’e´crit donc sous la forme :
∀a ∈ Al, logit(q(x1, x2, a, t)) = A1(t) + aA2(t) + βl1,1(t)1{x1=x11}1{x2=x12}
+βl1,2(t)1{x1=x11}1{x2=x22} + β
l
2,1(t)1{x1=x21}1{x2=x12}
+βl2,2(t)1{x1=x21}1{x2=x22},
ou` les facteurs A1 et A2 sont les facteurs du mode`le classique de Cairns calibre´s sur les
tables de mortalite´ par aˆge et les facteurs βli,j(t) sont les facteurs par traits, inde´pendants
des facteurs par aˆge pour chaque tranche d’aˆge et qui sont calibre´s sur les donne´es de l’EDP.
5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons e´tudie´ le mode`le de Cairns qui est un mode`le standard
de mortalite´. Ensuite, nous avons e´tudie´ qualitativement les de´terminants de mortalite´ en
faisant re´fe´rence a` des e´tudes e´conomiques. Ces e´tudes sugge`rent le besoin d’un mode`le de
mortalite´ par aˆge et par traits qu’il faut calibrer sur des donne´es spe´cifiques. Nous avons
introduit un mode`le de mortalite´ par aˆge et par traits que nous avons calibre´ sur les donne´es
de l’EDP. Ce mode`le permet de quantifier l’influence de diffe´rentes caracte´ristiques et nous
avons quantifie´ l’influence spe´cifique de la cate´gorie sociale, du niveau d’e´ducation et du
statut matrimonial.
L’objectif de cette e´tude n’est pas de fournir des tables de mortalite´ de re´fe´rence mais plutoˆt
de donner des me´thodes d’e´tude de mortalite´ par aˆge et par traits et de voir quels re´sultats
il est possible de de´duire. Il faudrait d’ailleurs avoir plus de donne´es afin d’estimer au mieux
les diffe´rents parame`tres du mode`le. Il existe de nombreuses pistes d’ame´lioration avec en
particulier une e´tude statistique rigoureuse pour l’estimation des taux de mortalite´ et des
tendances d’e´volution.
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Chapitre 6
Mode´lisation microscopique de la
dynamique de population
Introduction
Ce chapitre aborde la mode´lisation microscopique de la dynamique d’une population
structure´e par aˆge et par traits. Le mode`le doit prendre en compte diffe´rents e´ve´nements
a` l’e´chelle de l’individu comme les naissances, les de´ce`s, l’immigration et les changements
de statut, dont les intensite´s seront des processus stochastiques de´pendant des facteurs
d’environnement et des caracte´ristiques des individus conside´re´s.
Motivations
Nous pre´sentons les motivations pratiques de ce type de mode´lisation dont les applications
seront de´taille´es dans les chapitres suivants de la the`se.
La premie`re motivation est de faire une e´tude de´mographique : la situation actuelle invite a`
mode´liser au mieux la dynamique de la population d’un pays. En effet, le de´bat concernant
la longe´vite´ des individus est tre`s controverse´ dans la mesure ou` les estimations donne´es
par les de´mographes se re´ve`lent souvent assez e´loigne´es de ce qui se passe en re´alite´. D’un
point de vue probabiliste, l’e´volution de la longe´vite´ n’est pas de´terministe mais ale´atoire
et difficile a` pre´dire. Il reste d’ailleurs de nombreuses questions ouvertes comme le fait de
savoir si la longe´vite´ est inde´finiment e´lastique ou s’il y a un aˆge critique qu’un eˆtre humain
ne pourra pas de´passer.
Cette motivation de´mographique est aussi fortement lie´e a` des enjeux e´conomiques puisque
l’ame´lioration de la longe´vite´ des personnes aˆge´es a un impact important sur le produit in-
te´rieur brut (PIB) des pays ainsi que sur la politique des gouvernements. Le vieillissement
de la population est duˆ notamment a` un taux de fe´condite´ actuel faible, et a` une ame´liora-
tion nette des conditions de vie. L’actualite´ montre que les gouvernements sont soumis au
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proble`me du financement des retraites pour lequel ils doivent adopter des strate´gies. Nous
proposons un mode`le dynamique afin de de´crire l’e´volution de la population d’un pays. Le
mode`le pourra eˆtre utilise´ dans le but de fournir des strate´gies qui re´pondent mieux aux
attentes des gouvernements, comme par exemple une immigration optimale ou une re´forme
sur l’aˆge de de´part a` la retraite.
La deuxie`me motivation est purement financie`re avec l’e´tude du risque de longe´vite´. Les
compagnies d’assurance ou de re´assurance, les fonds de pension, les e´tats sont largement
expose´s aux risques financiers lie´s a` la longe´vite´ des individus qu’ils assurent et a` son e´vo-
lution dans les anne´es a` venir. Par conse´quent, ces acteurs cherchent a` couvrir ce risque
a` long terme, et ils ont besoin d’un mode`le pre´cis et efficace de´crivant l’e´volution d’une
population. Le fait de conside´rer un mode`le microscopique par ”traits” permet de tenir
compte des caracte´ristiques individuelles. Cela sera tre`s utile dans l’e´tude du risque de base
d’un portefeuille de rentes d’une compagnie d’assurance : ce risque pourra eˆtre quantifie´
en tenant compte de la mortalite´ spe´cifique des individus assure´s tout en ayant estime´ les
parame`tres sur la population nationale pour laquelle les donne´es sont plus nombreuses.
Afin de caracte´riser au mieux les individus de la population, et de les prendre en compte
dans la mode´lisation, nous nous basons sur des e´tudes de´mographiques re´centes, et nous
nous inspirons largement des travaux mathe´matiques novateurs de´veloppe´s dans le domaine
de la biologie.
Introduction aux mode`les de dynamique de population
Dans le domaine de la biologie et de l’e´cologie, les chercheurs ont propose´ des mode`les
de dynamique de population afin de comprendre l’e´volution d’une population et de pre´dire
son comportement dans le futur.
Il existe deux types de mode`les : les mode`les macroscopiques qui de´crivent la structure glo-
bale d’une population et les mode`les microscopiques qui de´crivent pre´cise´ment chaque indi-
vidu de la population. La mode´lisation macroscopique, la plus classique, est ge´ne´ralement
de´terministe et conduit a` la re´solution d’e´quations aux de´rive´es partielles. La mode´lisation
microscopique est plus re´cente et plus complexe du fait de la stochasticite´ qui lui est in-
trinse`que. Les deux types de mode´lisation pre´sentent des avantages et des inconve´nients [21].
Dans l’e´tude macroscopique de l’e´volution d’une population structure´e par aˆge, il existe de
nombreux mode`les de´terministes d’e´volution comme ceux de Sharpe et Lotka [37], McKen-
drick [31], Von Foerster [41], Perthame [34] qui de´crivent l’e´volution de la densite´ de la
population. Par exemple, l’e´quation de McKendrick-Von Foerster qui traduit l’e´volution
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dans le temps de la densite´ g d’une population structure´e par aˆge est de la forme :(
∂g
∂t
+
∂g
∂a
)
(a, t) = −d(a)g(a, t), g(0, t) =
∫ ∞
0
b(a)g(a, t)da. (6.1)
Cette e´quation traduit le fait que la densite´ par aˆge de la population e´volue dans le temps
par l’interme´diaire des intensite´s de mortalite´ et de natalite´. L’intensite´ de mortalite´ par
aˆge d(a) apparaˆıt dans l’e´volution de cette densite´ du fait de la prise en compte des de´ce`s
des individus et le taux de natalite´ par aˆge b(a) intervient dans la condition au bord a` l’aˆge
0 en ajoutant les naissances d’individus d’aˆge 0 : le nombre de naissance a` un instant t
de´pend bien e´videmment de la structure de la population a` cette meˆme date. Ces mode`les
macroscopiques, base´s sur des e´quations aux de´rive´es partielles, permettent d’obtenir des
sce´narios moyens d’e´volution d’une population. Une description des mode`les les plus clas-
siques est pre´sente´e dans [43]. Les mode`les macroscopiques les plus re´cents e´tudient des
populations structure´es par aˆge et par traits comme ceux de Ernande [15], Rotenberg [36],
Perthame et Ryzhik [34], et Mischler [33].
Les mode`les microscopiques se proposent de mode´liser des sce´narios ”ale´atoires” d’e´volution
de population. Ce point de vue n’est pas nouveau puisque toute une branche des probabilite´s
s’est de´veloppe´e a` partir du processus de branchement introduit par Galton et Watson en
1873 afin de mode´liser l’extinction des familles nobles en Angleterre. De`s lors, la the´orie s’est
enrichie dans de nombreuses directions. Des processus de branchement pour des populations
structure´es par aˆge qui ge´ne´ralisent le processus de Galton Watson [19] ont e´te´ e´tudie´s
par Bellman et Harris [4] et par Athreya et Ney [3]. De plus, Kendall [25], Crump et
Mode [11, 12], Jagers [22, 23], Doney [14] se sont inte´resse´s a` l’e´tude de processus de
naissance et mort ou` chaque individu peut donner naissance a` un enfant a` diffe´rentes dates
ale´atoires durant sa vie, le taux de naissance pouvant de´pendre de l’aˆge. Des phe´nome`nes
d’interactions entre les individus ont e´te´ introduits, influenc¸ant soit le taux de natalite´
[42, 38] soit le taux de mortalite´ [35, 22].
Une approche re´cente introduite par N. Fournier et S. Me´le´ard [18] propose une e´volution
microscopique ale´atoire d’une population structure´e par traits. Ce mode`le s’inspire des tra-
vaux de Bolker-Pacala [6], Dieckmann-Law [15] qui a donne´ naissance au processus appele´
BPLD qui sera a` la base de notre e´tude. Ces travaux ont e´te´ poursuivis par de nombreux
chercheurs [9, 26] qui en proposent des ame´liorations.
V.C. Tran [39, 40, 30, 17] a adapte´ ce point de vue a` la mode´lisation d’une population
structure´e par aˆge et par traits, ce qui fournit un cadre bien adapte´ a` l’e´tude de l’e´volution
des populations humaines. Son objectif est de permettre une e´tude qualitative de phe´no-
me`nes e´cologiques d’e´volution.
Les mode`les microscopiques sont par nature plus complexes puisqu’ils mode´lisent la popu-
lation a` l’e´chelle de l’individu et qu’ils sont structurellement ale´atoires. La conside´ration de
l’e´volution d’un e´chantillon de la population (lorsque celle ci est tre`s grande) ne´cessite un
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effort supple´mentaire de mode´lisation afin de de´crire l’e´volution de chaque individu de la po-
pulation qui est caracte´rise´ par son aˆge et par des traits. Ces traits sont des caracte´ristiques
individuelles correspondant a` des caracte`res morphologiques, physiologiques, ge´ne´tiques ou
comportementaux. La mode´lisation microscopique fournit des sce´narios d’e´volution dont on
peut extraire une information de sortie plus riche que celle provenant des mode`les macro-
scopiques.
Pre´sentation du mode`le
Dans ce chapitre, nous pre´sentons une approche dynamique de type micro-macro de la
mode´lisation de l’e´volution d’une population humaine, en partant de l’e´chelle de l’individu.
Lorsque la taille de la population est grande, le mode`le microscopique peut eˆtre approxime´
par un mode`le macroscopique ge´ne´ralisant des mode`les macroscopiques d’e´volution. Nous
cherchons a` prendre en compte un nombre important d’e´ve´nements influant sur l’e´volution
de la population, comme les naissances, les de´ce`s, mais aussi l’immigration et l’e´volution de
caracte´ristiques d’individus dans le temps. Des e´tudes re´centes ont montre´ que la mortalite´
humaine est influence´e par des facteurs stochastiques exoge`nes [7, 28]. Nous proposons un
moyen de prendre en compte ces conside´rations. Les intensite´s d’e´volution peuvent de´pendre
du temps et eˆtre stochastiques, les traits des individus e´voluer dans le temps de manie`re
ale´atoire et l’immigration prise en compte.
Ce mode`le microscopique permet d’obtenir des informations a` l’e´chelle macroscopique, ce
qui permet de ve´rifier la cohe´rence du mode`le. Dans le cadre des mode´lisation de S. Me´-
le´ard [18] et V.C. Tran [39], il a e´te´ de´montre´ que lorsque la taille de la population est
grande, le processus microscopique de naissance et de mort converge vers un processus a`
valeurs mesures dont la densite´ suit une e´quation qui ge´ne´ralise les e´quations classiques
de McKendrick-Von Foerster [31, 41, 34]. Inspire´s par ces de´veloppements, nous proposons
une approximation macroscopique de notre mode`le avec une extension stochastique de ces
e´quations macroscopiques. L’e´tude fournit des re´sultats macroscopiques tre`s inte´ressants.
6.1 Introduction aux processus d’e´volution de population
Dans cette partie, nous rappelons la mode´lisation des processus de naissance et mort,
qui sont des processus de Markov dont l’e´volution est constante entre deux temps de saut
ale´atoires. Ces e´ve´nements repre´sentent des instants de naissance ou de mort d’individus.
Les processus de Poisson ponctuels jouent un roˆle tre`s important dans cette e´tude. Nous en
rappelons les principales proprie´te´s. Pour plus d’informations, le lecteur pourra se re´fe´rer a`
[32].
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6.1.1 Processus ponctuels et processus de Poisson
De´finition 6.1. Un processus ponctuel sur R+ est de´crit par la donne´e d’une suite crois-
sante de temps ale´atoires, de´finis sur un espace de probabilite´ (Ω,F ,P),
0 < T1 < T2 < ... < Tn < ... p.s.
tels que la suite Tn → +∞ presque suˆrement lorsque n tend vers l’infini.
La fonction ale´atoire de comptage (Nt)t≥0 associe´e au processus ponctuel {Tn, n ∈ N} est
de´finie par :
Nt = sup{n, Tn ≤ t} =
∑
j≥1
1Tj≤t =
∑
j≥1
1(0,t](Tj)
La de´finition de la suite Tn sugge`re la de´finition des temps d’attente τn entre deux e´ve´ne-
ments successifs :
τ1 = T1, τ2 = T2 − T1, τn = Tn − Tn−1, ...
Le processus Nt correspond au nombre d’e´ve´nements qui se sont produits avant l’instant t
et Nt - Ns correspond au nombre d’e´ve´nements ayant eu lieu pendant l’intervalle ]s, t]. Par
de´finition, le processus Nt est continu a` droite.
De´finition 6.2. On dit que le processus (Nt) ou que le processus ponctuel (Tn) sous-jacent
est un processus de Poisson d’intensite´ λ si le processus (Nt, t ≥ 0) est a` accroissements
inde´pendants et stationnaires, c’est a` dire
1. Pour tous t0 < t1 < ... < tn dans R+, les accroissements (Ntj − Ntj−1 , 1 ≤ j ≤ n)
sont des variables ale´atoires inde´pendantes.
2. Pour 0 ≤ s < t, la loi de Nt−Ns ne de´pend de s et de t que par la diffe´rence t−s. Elle
est donc e´gale a` la loi de Nt−s. C’est la proprie´te´ de stationnarite´ des accroissements.
3. La loi de Nt est la loi de Poisson de parame`tre λt
Il est connu que l’hypothe`se d’accroissements inde´pendants et stationnaires suffit a` prouver
l’existence d’un parame`tre λ > 0 tel que pour tous 0 < s < t, Nt − Ns soit une variable
ale´atoire de Poisson de parame`tre λ(t− s). Cette proprie´te´ permet de justifier l’appellation
de ”processus de Poisson”. Ce parame`tre λ est appele´ intensite´ du processus de Poisson et
repre´sente le nombre moyen d’e´ve´nements qui se produisent pendant une unite´ de temps.
En effet, cela provient du fait que
E(Nt+s −Nt) = λs.
On de´montre aussi que les variables τi suivent des lois exponentielles inde´pendantes de pa-
rame`tre λ. Cette proprie´te´ est caracte´ristique et aurait pu eˆtre prise comme de´finition d’un
processus ponctuel de Poisson.
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La the´orie des martingales conduit a` une autre caracte´risation du processus de Poisson.
Introduisons la filtration canonique
(FNt ) engendre´e par le processus, comple´te´e et rendue
continue a` droite. Il est facile de montrer que le processus de Poisson compense´ N˜t = Nt−λt
est une martingale continue a` droite et limite´e a` gauche (ca`d-la`g), de variation quadratique
< N˜t >= λt. Il est un peu plus de´licat de montrer la re´ciproque, a` savoir ve´rifier que ces
deux proprie´te´s suffisent a` montrer que le processus de comptage (Nt) est un processus de
Poisson.
6.1.2 Processus de naissance et mort
Les processus de Poisson peuvent eˆtre utilise´s dans l’e´tude de dynamique de population
afin de mode´liser l’occurrence des naissances et des de´ce`s. Nous de´veloppons certains aspects
qui seront utiles dans la suite.
Exemple simple de processus de naissance et mort
Conside´rons le cas simple de l’e´volution d’une population dans laquelle il se produit
uniquement des naissances, dont le nombre est mode´lise´ par un processus de Poisson (N bt )
d’intensite´ b. Cette intensite´ b repre´sente le nombre moyen de naissances par unite´ de
temps. Utilisons le meˆme type de mode´lisation pour les de´ce`s en introduisant un processus
de Poisson Ndt d’intensite´ d inde´pendant de (N
b
t ). Un processus de naissance et mort de la
population correspond a` la prise en compte simultane´e des e´ve´nements de naissance et de
mort, c’est a` dire le processus Zt = Z0 +N
b
t −Ndt , arreˆte´ au premier instant ou` il devient
ne´gatif.
Tout se passe comme si le processus lanc¸ait deux ”horloges” B et D, inde´pendantes et
exponentielles aux taux respectifs b et d. Si c’est l’horloge B qui sonne en premier, il y a
une naissance alors que si c’est l’horloge D, il y a un de´ce`s.
Le processus de Poisson N b,dt = N
b
t +N
d
t , de´crivant l’ensemble des e´ve´nements de naissance
et de mort, a pour intensite´ b+ d. Le processus Z peut eˆtre re´interpre´te´ comme suit :
• Z0 correspond a` la taille initiale de la population qui suit une loi pre´de´finie.
• A` chaque temps de saut Tn de N b,d, il peut se produire une naissance (saut de +1) ou
un de´ce`s (saut de −1) avec les probabilite´s respectives bb+d et db+d . La de´termination
de l’e´ve´nement est associe´e a` la re´alisation d’une variable de Bernoulli Yn.
• Les variables ale´atoires Tn ont des accroissements τn = Tn − Tn−1 inde´pendants et
de loi exponentielle de parame`tre b+ d ; les variables de Bernoulli Yn sont elles aussi
inde´pendantes et inde´pendantes des Tn.
Tant que Z. > 0, le processus Z ve´rifie :
Zt = Z0 +
Nb,dt∑
n=1
Yn = Z0 +
∑
n≥1
1{Tn≤t}Yn (6.2)
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Remarque 6.1. Dans la suite nous aurons besoin de mode´liser le fait que dans certaines
situations, certains e´ve´nements n’induisent pas de modification de la taille de la population
mais plutoˆt de sa structure. Nous les prendrons en compte en associant un troisie`me e´tat
Yi = 0 aux variables Yi ainsi qu’une probabilite´ de transition associe´e.
Processus de naissance et de mort et mesure de Poisson ponctuelle Cette simple
formulation peut eˆtre e´tendue a` des situations plus ge´ne´rales. Par exemple, nous nous
inte´ressons au processus Zt(f) de´finie pour toute fonction mesurable f borne´e par :
Zt(f) = Z0 +
Nb,dt∑
n=1
f(Yn)
Prendre f(y) = 1{y=1} permet notamment de conside´rer des notions relatives aux naissances
uniquement alors que prendre f e´gale a` l’identite´ permet de retrouver le processus de
naissance et de mort. En pratique, la fonction f(Yn) peut aussi s’e´crire comme f(Yn) =
f(1)1{Yn=1} + f(−1)1{Yn=−1}, ce qui conduit a` la repre´sentation de Z comme
Zt(f) = Z0 + f(1)N
b
t + f(−1)Ndt
La dynamique du processus Zt(f) peut eˆtre de´crite comme celle des processus de Poisson
par une proprie´te´ de martingale. En effet, le processus Z˜t(f) de´fini par :
Z˜t(f) = Z0 + f(1)N˜
b
t + f(−1)N˜dt
est une martingale par rapport a` la tribu engendre´e par le couple (N bt , N
d
t ), de variation
quadratique < Z˜t(f) >=
∫ t
0
(
bf2(1) + df2(−1)) ds.
La martingale Z˜t(f) est la diffe´rence des deux processus Zt(f) et Z
c
t (f) a` variation finie ou`
Zct (f) est de´fini par Z
c
t (f) =
∫ t
0 (bf(1) + df(−1)) ds. Ce dernier est un processus croissant
pre´visible appele´ le compensateur de Zt(f). La quantite´ µ(f) = [bf(1)+df(−1)] est appele´e
l’intensite´ et ν(f) = bb+df(1) +
d
b+df(−1) correspond a` l’intensite´ normalise´e
Mesures de Poisson ponctuelles L’utilisation du formalisme des mesures est bien
adapte´e pour de´crire ces proprie´te´s. Les mesures de Dirac en un point (s, y) note´es δ(s,y),
dont l’inte´grale par rapport a` f vaut δ(s,y)(f) = f(s, y), jouent un roˆle fondamental. Dans
les de´veloppements pre´ce´dents, nous n’avons pas vraiment utilise´ le fait que les variables
Yn ne prennent qu’un nombre fini de valeurs. Ainsi, nous supposerons de´sormais quelles
prennent leurs valeurs dans un espace mesurable (E, E), sur lequel est de´finie une mesure
µ de masse finie. Cet ensemble est appele´ l’espace des marques
1. Soit (Tn)n≥0 les temps de sauts d’un processus de Poisson sur R+ d’intensite´ µ(E)
et (Yn)n≥0 une suite de variables a` valeurs dans E inde´pendantes et de loi ν(dy) =
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µ(dy)/µ(E), inde´pendante des Tn. La mesure ponctuelle
Z(dt, dy) =
∑
n≥1
δ(Tn,Yn)(dt, dy)
a` laquelle nous associons la mesure compense´e Zc(dt, dy) = dtµ(dy) = dtµ(E)ν(dy)
caracte´rise´e par le fait que pour toute fonction g telle que
∫ +∞
0 ds
∫
E |g(s, y)|µ(dy) <
∞ le processus a` variation finie
Z˜t(g) =
∫ t
0
∫
E
g(s, y)Z(ds, dy)−
∫ t
0
ds
∫
E
g(s, y)µ(dy)
est une martingale. Si de plus
∫ +∞
0 ds
∫
E |g2(s, y)|µ(dy) <∞,, la variation quadratique
de Z˜t(g) est e´gale a` < Z˜t(g) >=
∫ t
0 ds
∫
E g
2(s, y)µ(dy) correspondant a` la de´finition
pre´ce´dente dans un cadre plus ge´ne´ral
En particulier, pour tout A ⊂ E, le processus Zt(1A) est un processus de Poisson de
parame`tre µ(A) et la mesure s’appelle mesure ponctuelle de Poisson d’intensite´ µ.
2. Cette notion peut eˆtre e´tendue aux mesures σ-finies de la manie`re suivante. Soit µn
une suite de mesures de masses finies, a` supports disjoints, dont la somme de´nombrable
est la mesure µ. A` la suite de mesures µn, nous associons une suite de processus de
Poisson marque´s Zn d’intensite´ µn inde´pendants les uns des autres. Le processus Z
correspond a` un processus de Poisson marque´ d’intensite´ µ, dont nous ne pouvons
plus de´crire directement comment le ge´ne´rer.
Processus ponctuels discrets Les mesures ponctuelles peuvent eˆtre plus ge´ne´rales que
les mesures ponctuelles de Poisson. En particulier, il est possible d’affaiblir les hypothe`ses
d’inde´pendance et de stationnarite´ des marques par rapport aux temps de sauts auxquels se
produisent les e´ve´nements. Le prix a` payer est bien suˆr l’abandon du caracte`re poissonnien,
au profit des proprie´te´s de martingales.
– Nous supposons maintenant qu’une filtration (Ft) est donne´e par rapport a` laquelle
toutes les quantite´s d’inte´reˆt seront adapte´es et conside´rons une mesure d’intensite´
de la forme
µ(ds, dy) = λ(s) ds ν(s, dy)
ou` λ(.) est un processus pre´visible positif, et ν(., dy) est un processus ale´atoire pre´vi-
sible a` valeurs dans l’espace des probabilite´s sur E. Autrement dit, la mesure ν garde
la meˆme interpre´tation que dans les exemples pre´ce´dents : lorsqu’une cloche sonne
entre s et s+ds signalant l’occurrence d’un e´ve´nement, la marque est tire´e au hasard
suivant la loi ν(s, dy).
– Soit (Tn)n≥0 un processus ponctuel a` valeurs dans R+ (au sens de la premie`re de´fi-
nition) tel que les v.a. Tn soient des temps d’arreˆt de la filtration (Ft). Soit d’autre
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part, (Yn)n≥0 une suite de variables ale´atoires FTn− mesurables, prenant leurs valeurs
dans E.
Le processus ponctuel Zt(ds, dy) =
∑
n≥1 δ(Tn,Yn)(ds, dy)1{Tn≤t}, a` valeurs dans l’en-
semble des mesures discre`tes, est adapte´ et constant entre deux temps de sauts. C’est
la raison pour laquelle nous l’appellerons processus ponctuel discret.
– Nous dirons que µ(s, dy) = λ(s) ν(s, dy) est la mesure d’intensite´ de Z si pour tout
processus pre´visible g positif tel que E(
∫
R+ ds
∫
E g(s, y)µ(s, dy)) < +∞, le processus
a` variation finie,
Z˜t(g) =
∑
Tn≤t
g(Tn, Yn)−
∫ t
0
ds
∫
E
g(s, y)µ(s, dy)
est une martingale. Lorsque la mesure µ(s, .) est seulement σ-finie, les meˆmes de´fini-
tions restent valides.
– La notion de martingale associe´e au processus Z˜t(g) reste valide pour des processus
pre´visibles tels que E(
∫
R+ ds
∫
E g(s, y)
2µ(s, dy)) < +∞, par passage a` la limite ; une
telle martingale peut ne pas eˆtre a` variation finie.
Liens avec les mesures de Poisson Nous nous inte´ressons plus particulie`rement aux
processus ponctuels discrets dont la mesure d’intensite´ sur E, µ(s, dy), admet une densite´
pre´visible k(s, y) par rapport a` une mesure (e´ventuellement σ-finie) de re´fe´rence non ale´a-
toire P (dy). Il est possible de simuler cette intensite´ par une me´thode de type rejet en
introduisant une composante supple´mentaire θ a` valeurs dans R+ muni de la mesure de
Lebesgue et en remarquant que,
µ(s, dy) =
∫
R+
1{θ≤k(s,y)}P (dy)dθ.
Conside´rons une mesure ale´atoire de Poisson Q(dt, dy, dθ) =
∑
n≥1 δ(Tn,Yn,Θn)(dt, dy, dθ),
adapte´e a` la filtration (Ft), d’intensite´ P (dy)dθ et dont les marques sont a` valeurs dans
E × R+. En inte´grant sur la composante θ, le processus ponctuel discret
Zt(ds, dy) =
∫
R+
1{θ≤k(s,y)}Qt(ds, dy, dθ) =
∑
Tn≤t
δ(Tn,Yn)(ds, dy)1{Θn≤k(Tn,Yn)}
admet pour intensite´ la mesure pre´visible µ(s, dy).
Remarque 6.2. Contrairement a` ce qui se passe pour la mesure intensite´ µ(s, dy), le
processus ponctuel Zt(ds, dy), induit par Q(dt, dy, dθ), ne peut pas eˆtre de´fini sans faire
re´fe´rence a` la suite des marques Θn car la mesure
∑
n≥1 δ(Tn,Yn,Θn) n’est pas une mesure
produit. En effet, le tirage de Yn et de Θn se fait conditionnellement au tirage de la variable
Tn.
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6.1.3 Processus ponctuel discret d’e´volution
L’e´tude d’un mode`le de dynamique de population microscopique est plus complexe que
le cadre de´crit pre´ce´demment. En effet, il est ne´cessaire de de´crire une information de´taille´e
par individu afin de mode´liser les e´volutions de structure de population. Par ailleurs, ces
individus sont caracte´rise´s par des traits x (a` valeurs dans un espace χ) qui ne changent
que ponctuellement dans le temps. Ainsi, nous prenons en compte en plus le phe´nome`ne
d’e´volution des traits des individus par l’ajout d’un e´tat e. La prise en compte de l’aˆge sera
faite dans la dernie`re e´tape de la mode´lisation en Section 6.3.
Le processus d’e´volution de la population prend ses valeurs dans l’espace des mesures ponc-
tuelles finies sur χ qui sont de la forme z(dx) =
∑
j≥1 δxj (dx). Le nombre d’individus dans
la population a` l’instant t est note´ Nt =< zt, 1 >.
De´crivons le me´canisme d’e´volution de la population d’un e´tat a` un autre : partant d’une
population Zn−1 de taille Nn−1, un individu est tire´ au hasard : ses traits de´terminent
avec quelle probabilite´ il va se reproduire, mourir, changer de traits, ou ne rien faire. Les
e´ve´nements d’e´volution sont mode´lise´s par l’interme´diaire d’une variable Un prenant des
valeurs discre`tes  ∈ {b, d, e}. Ensuite seulement, les traits du ”nouvel” individu sont tire´s
suivant une loi de´pendant du passe´, de la variable Un et des traits de l’individu se´lectionne´.
La taille de la population e´volue comme un processus de naissance et de mort a` trois e´tats
{b, d, e} qui n’est pas ne´cessairement poissonnien.
Le processus d’e´volution Zt(dx) =
∑Nt
j=1 δXj(t)(dx) qui est la somme de ses sauts, est re-
pre´sente´ par un processus ponctuel discret
Zt(dx) = Z0(dx) +
∑
Tn≤t
( Nn∑
j=1
δXnj (dx)−
Nn−1∑
j=1
δXn−1j
(dx)
)
,
ou` les temps d’arreˆt Tn sont les temps de sauts effectifs du processus ponctuel discret Z.
De´signons par Jn−1 l’individu tire´ dans la population Zn−1 de traits Xn−1Jn−1 , et associons lui
une variable Un a` valeurs dans {b, d, e}, un nouvel individu In de trait XnIn . Le saut de Z
en Tn est δXnIn
(dx) pour une naissance (Un = b), −δXn−1Jn−1 (dx) pour un de´ce`s (Un = d), et
(δXnJn−1
(dx)−δXn−1Jn−1 (dx)) pour un changement de trait (Un = e), car dans ce cas In = Jn−1.
Le processus Zt(dx) −
∫ t
0
∫
χ Zs(dx
′
)φ(s, x
′
, dx)ds est une martingale ou` φ(s, x
′
, dx) s’e´crit
sous la forme :
φ(s, x′, dx) = λs
[
1=bpi
b(s, x′)νb(s, x′, dx)− 1=dpid(s, x′)δx′(dx)
+1=epi
e(s, x′)(νe(s, x′, dx)− δx′(dx))
]
avec pi des probabilite´s repre´sentant le tirage de la variable  et ν des probabilite´s lie´es au
tirage du trait du nouvel individu. La pre´sence du Zs(dx
′
) est lie´e a` la se´lection de l’individu
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au sein de la population.
Pour toutes les valeurs de , les processus λtpi
(t, x′) sont pre´visibles et sont ge´ne´ralement
suppose´s borne´s. Pour  6= d, les probabilite´s ν(t, x′, dx) sont pre´visibles et sont aussi
suppose´es a` densite´ borne´e k(t, x′, x) par rapport a` une mesure P (dx) de re´fe´rence sur χ.
La probabilite´ νd(t, x
′
, dx) qui n’apparaˆıt pas explicitement dans la formule nous sera utile
dans la suite.
Remarque 6.3. φ n’est pas force´ment une mesure positive alors que son inte´grale∫
χ Zs(dx
′
)φ(s, x
′
, dx) l’est ne´cessairement.
Repre´sentation poissonniene du processus ponctuel discret d’e´volution
Puisque la mesure signe´e φ admet une densite´ par rapport a` une mesure non ale´atoire,
nous pouvons utiliser la construction pre´ce´dente base´e sur les mesures ale´atoires de Poisson.
Toutefois, il sera utile d’introduire une famille de mesures supple´mentaires. Pour chaque va-
leur de , nous de´finissons une mesure µˆ(t, x′, , dx) = λtpi(t, x′)k(t, x′, x)P (dx). La densite´
m(t, i,Xi, x, ) = λt pi
(t,Xi)k
(t,Xi, x), est construite a` partir des variables ((i,Xi); i ≤ Nt)
qui de´finissent la mesure ponctuelle Zt.
Afin de repre´senter la mesure pre´visible
∫
χ Zt(dx
′
)µˆ(t, x′, , dx), on proce`de de la manie`re
suivante. La repre´sentation de cette densite´ peut se faire en introduisant un parame`tre θ et
en de´finissant les fonctions suivantes
κ(t, i,Xi, θ, x, b) = 1{0≤θ≤m1(t,i,Xi,x)},
κ(t, i,Xi, θ, x, d) = 1{m1(t,i,Xi,x)≤θ≤m2(t,i,Xi,x)},
κ(t, i,Xi, θ, x, e) = 1{m2(t,i,Xi,x)≤θ≤m3(t,i,Xi,x)},
ou` les fonctions m1, m2 et m3 de´finies par m1(t, i,Xi, x) = m(t, i,Xi, x, b), m2(t, i,Xi, x) =
m1(t, i,Xi, x) +m(t, i,Xi, x, d) et m3(t, i,Xi, x) = m2(t, i,Xi, x) +m(t, i,Xi, x, e).
Nous conside´rons ensuite une mesure de re´fe´rence η sur l’espace Ξ = N × R+ × χ, donne´e
par η(di, dθ, dx) = n(di)dθP (dx), ou` n est la mesure de comptage sur N, dθ la mesure de
Lebesgue sur R+ et P la probabilite´ de re´fe´rence sur χ.
Nous introduisons une mesure ale´atoire de Poisson Q sur l’espace des marques N×R+×χ
dont la mesure d’intensite´ est la mesure produit η(di, dθ, dx
′
) = n(di)dθP (dx
′
). De´signons
par Sn les temps de sauts de la mesure ale´atoire de Poisson Q et par (In, θn, X
′
n) les
marques associe´es qui sont inde´pendantes de Sn. La mesure Zˆt(, dx) de´finie par Zˆt(, dx) =∫
N
∫
R+ κ(t, i,Xi, θ, x
′
, )Qt(di, dθ, dx
′
) a pour intensite´
∫
χ Zt(dx
′)µˆ(t, x′, , dx) et n’est autre
que la mesure
Zˆt(, dx) =
∑
Sn≤t
1In≤Ntκ(Sn, In, XIn ,Θn, X
′
n, )δX′n
(dx)
237
Chapitre 6. Mode´lisation microscopique de la dynamique de population
Le processus ponctuel discret d’e´volution est construit de manie`re un peu plus complexe en
prenant des inte´grales de mesures,
Zt(dx) = Z0(dx) +
∫ t
0
∫
Ξ
1i≤Ns−K(s, i,Xi, θ, x
′
, dx)Q(ds, di, dθ, dx
′
), (6.3)
ou` K(s, i,Xi, θ, x
′
, dx) = κ(s, i,Xi, θ, x
′
, b)δx′ (dx)
− κ(s, i,Xi, θ, x′ , d)δXi(dx) + κ(s, i,Xi, θ, x
′
, e)[δx′ (dx)− δXi(dx)]
Notons que les sauts du processus Zt(dx), correspondant aux temps Tn, sont effectivement
suivis d’un changement dans la population. Ils sont donc a priori beaucoup moins nombreux
que les temps de saut Sn de la mesure de Poisson Q.
Remarque 6.4. La mesure ponctuelle de Poisson Q n’est pas facile a` interpre´ter puisque
son intensite´ est de masse infinie mais elle reste possible a` de´crire et a` simuler (voir Section
6.1.2). Une manie`re de mieux comprendre les choses est de supposer que la taille de la
population reste en dessous d’un seuil N¯ et que la variable θ est majore´e par un taux
λ¯. Cela permet d’avoir une intensite´ finie et de conserver un cadre poissonnien avec des
variables exponentielles Sn de parame`tre constant N¯ λ¯ inde´pendant de la structure de la
population. Dans la simulation du processus, il sera plus efficace de ne pas supposer la
taille de la population majore´e quitte a` perdre le caracte`re poissonnien puisque la loi des Sn
de´pendra de la population Zn.
Cette pre´sentation, certes assez complexe, a le grand inte´reˆt de se preˆter facilement a`
diverses ge´ne´ralisations, comme la prise en compte de phe´nome`nes d’immigration ou de
de´pendance entre les individus. Ne´anmoins, la principale extension pour la dynamique des
individus est la prise en compte de l’aˆge des individus. Cette ge´ne´ralisation est propose´e
en Section 6.3 en s’appuyant sur les travaux de V.C. Tran [39]. La principale difficulte´
provient du fait que le processus d’e´volution n’est plus constant par intervalle mais e´volue
continuˆment entre les sauts. La pre´sentation ci-dessus sera a` la base de la mode´lisation
de ce chapitre ou` le processus d’e´volution sautera a` des instants ge´ne´re´s par une mesure
ponctuelle de Poisson.
6.2 Description des parame`tres d’e´volution de la population
Nous spe´cifions maintenant les parame`tres ne´cessaires pour de´crire l’e´volution microsco-
pique de la population. Il faut tenir compte de`s lors du parame`tre de l’aˆge, notamment dans
la mode´lisation des intensite´s de naissance, de de´ce`s, ainsi que des probabilite´s de change-
ment d’un trait a` un autre. Il faut aussi prendre en compte l’impact de l’environnement sur
ces diffe´rents parame`tres.
Les intensite´s d’e´volution permettent de de´crire les diffe´rents e´ve´nements affectant l’e´vo-
lution de la population. Nous allons introduire des facteurs ale´atoires exoge`nes qui vont
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permettre de de´crire la dynamique de ces intensite´s dans le temps. Nous formulons les hy-
pothe`ses sur ces intensite´s qui sont ne´cessaires a` la de´finition du processus d’e´volution et qui
permettent de de´finir la probabilite´ de survie. Enfin, nous analysons la diffe´rence existante
entre une intensite´ d’e´volution et un taux d’e´volution.
6.2.1 Intensite´s individuelles d’e´volution
Nous nous inte´ressons a` la description des intensite´s individuelles d’e´volution du processus
de dynamique de population. Chacun des e´ve´nements est de´crit afin de comprendre la
manie`re dont la population e´volue dans le temps.
Intensite´ de natalite´
Les naissances de´pendent des caracte´ristiques individuelles dont l’aˆge et certains traits.
A` chaque naissance, il y a une mutation des traits dans la mesure ou` les descendants n’ont
pas force´ment les meˆmes caracte´ristiques que leurs parents. Les traits d’un descendant sont
tire´s dans une distribution de traits qui pourra e´ventuellement de´pendre des traits des pa-
rents.
Un individu de trait x ∈ χ et d’aˆge a ∈ R+ peut donner naissance a` un nouvel individu
avec une intensite´ b(x, a), ou` b est une fonction de χ˜×R dans R+. Les nouveaux ne´s seront
caracte´rise´s par un aˆge e´gal a` 0 et par un trait x
′ ∈ χ. Le trait x′ ∈ χ est la re´alisation
d’une variable ale´atoire de loi Kb(x, a, dx
′
) qui repre´sente la distribution de la descendance.
L’expression de la fonction b permet de prendre en compte diffe´rentes phases de vie de
l’individu avec une phase de croissance et une phase de reproduction. L’aˆge a` maturite´
correspond a` l’aˆge de passage de la pe´riode juve´nile a` la pe´riode adulte. Nous pouvons
aussi tenir compte du fait que la phase de reproduction baisse d’intensite´ lorsque l’aˆge de
l’individu vieillit.
Intensite´ de mortalite´
La mortalite´ individuelle de´pend elle aussi des caracte´ristiques de l’individu. Bien qu’il
soit possible de mode´liser l’interaction qui pourrait exister entre les individus comme cela
est fait dans [39, 40, 30, 17], nous ne tiendrons pas compte ici de la mortalite´ par compe´ti-
tion.
Un individu d’aˆge a ∈ R+ et de trait x ∈ χ peut de´ce´der avec une intensite´ d(x, a). La forme
de l’intensite´ d permet de tenir compte de phe´nome`nes naturels comme une augmentation
de la probabilite´ de de´ce`s lorsque l’individu vieillit. De plus, certaines caracte´ristiques se-
ront de´terminantes dans le niveau de mortalite´ de l’individu au cours de sa vie.
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Intensite´ d’e´volution de traits
Concernant l’e´volution des traits d’un individu dans le temps, elles sont aussi prises en
compte a` l’e´chelle individuelle. Ces e´volutions de traits permettent de modifier la structure
de la population dans le temps.
Dans cette mode´lisation, les traits d’un individu peuvent e´voluer dans le temps. Un individu
d’aˆge a et de trait x peut changer de trait avec une intensite´ d’e´volution e(x, a) et acque´rir
un nouveau trait x
′
. Le trait x
′
est tire´ suivant une distribution de traits Ke(x, a, x
′
) qui
de´pend des caracte´ristiques initiales de l’individu. La forme de l’intensite´ e de´crit le taux
de passage d’un trait a` un autre et de´pendra aussi de l’aˆge de l’individu.
6.2.2 E´volution des intensite´s individuelles dans le temps
Historiquement, les intensite´s d’e´volution peuvent e´voluer dans le temps et de manie`re
ale´atoire. Il faut essayer de tenir compte de la de´pendance temporelle des intensite´s d’e´volu-
tion. La prise en compte de cette e´volution peut se faire a` l’aide de facteurs exoge`nes. Ainsi,
nous introduisons des facteurs ale´atoires associe´s aux diffe´rentes intensite´s d’e´volution.
Nous notons Nb, Nd et Ne les nombres des facteurs ale´atoires exoge`nes associe´s a` la natalite´,
la mortalite´ et l’e´volution des traits. Les facteurs Y bt , Y
d
t et Y
e
t sont a` valeurs respective-
ment dans RNb , RNd et RNe et permettent de tenir compte de l’e´volution (e´ventuellement
stochastique) des intensite´s dans le temps. Ainsi, les intensite´s de´pendent de ces facteurs
exoge`nes et nous nous inte´ressons plus pre´cise´ment a` l’intensite´ de natalite´ b(x, a, Y bt ), a`
l’intensite´ de mortalite´ d(x, a, Y dt ) et a` l’intensite´ d’e´volution des traits e(x, a, Y
e
t ).
Il est possible de de´crire la dynamique de ces facteurs ale´atoires continus par un syste`me
d’e´quations diffe´rentielles stochastiques :
Y bt = Y
b
0 +
∫ t
0
µb(s, Y bs )ds+
∫ t
0
σb(s, Y bs )dB
b
s,
Y dt = Y
d
0 +
∫ t
0
µd(s, Y ds )ds+
∫ t
0
σd(s, Y ds )dB
d
s ,
Y et = Y
e
0 +
∫ t
0
µe(s, Y es )ds+
∫ t
0
σe(s, Y es )dB
e
s . (6.4)
avec Bbs, B
d
s et B
e
s des facteurs browniens vectoriels inde´pendants a` valeurs respectivement
dans RNb , RNd et RNe . En prenant l’exemple du facteur de natalite´ Y bt , la tendance d’e´vo-
lution µb est un vecteur a` valeurs dans RNb et la volatilite´ σb est une matrice a` valeurs dans
MNb(R).
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En pratique, un sche´ma de discre´tisation d’Euler leur est associe´ afin de simuler le processus
d’e´volution. Les donne´es e´tant disponibles chaque anne´e, nous conside´rons ge´ne´ralement la
dynamique discre`te suivante
Y bk = Y
b
k−1 + µ
b(k − 1, Y bk−1) + σb(k − 1, Y bk−1)b,
Y dk = Y
d
k−1 + µ
d(k − 1, Y dk−1) + σd(k − 1, Y dk−1)d,
Y ek = Y
e
k−1 + µ
e(k − 1, Y ek−1) + σe(k − 1, Y ek−1)e, (6.5)
ou` b, d et e sont des variables ale´atoires gaussiennes centre´es re´duites. Les processus
continus associe´s a` ces facteurs peuvent s’e´crire sous la forme Y bt = Y
b
[t], Y
d
t = Y
d
[t] et
Y et = Y
e
[t] ou` [x] correspond a` la partie entie`re de x.
6.2.3 Hypothe`ses sur les intensite´s d’e´volution
Il faut e´mettre des hypothe`ses sur les intensite´s d’e´volution qui seront essentielles dans
la de´finition du processus microscopique.
1. Tout d’abord, de´crivons le caracte`re borne´ des intensite´s qui permet l’existence du
processus d’e´volution.
Supposons que les intensite´s b, d et e sont des processus continus et qu’il existe des
constantes strictement positives b¯, e¯ et d¯ telles que ∀t ∈ R+, ∀(x, a) ∈ χ˜, nous avons
presque suˆrement :
|b(x, a, Y bt )| ≤ b¯, |d(x, a, Y dt )| ≤ d¯, |e(x, a, Y et )| ≤ e¯.
2. De plus, supposons que les distributions des traits Kb et Ke lors des naissances et
des e´volutions des traits soient absolument continues par rapport a` une probabilite´ de
”re´fe´rence”P(dx) sur χ. Ainsi, les distributions Kb(x, a, dx
′
) et Ke(x, ad, x
′
) posse`dent
des densite´s borne´es par des constantes positives k¯b > 0 et k¯e > 0. Ainsi, ∀(x, a, x′) ∈
χ× R+ × χ, nous avons :
Kb(x, a, dx
′
) = kb(x, a, x
′
)P (dx
′
) avec |kb(x, a, x′)| ≤ k¯b,
Ke(x, a, dx
′
) = ke(x, a, x
′
)P (dx
′
) avec |ke(x, a, x′)| ≤ k¯e.
Remarque 6.5. Lorsque χ ⊂ Rd, un choix naturel est la mesure de Lebesgue. Lorsque
χ ⊂ Nd et est borne´, un choix naturel pourrait eˆtre la loi uniforme sur χ.
3. Enfin, il existe une hypothe`se additionnelle de mortalite´ qui est assez classique dans
l’e´volution de population. Cette hypothe`se consiste a` supposer qu’il existe un taux de
”mort naturelle” d : χ˜ 7→ R+ telle que presque suˆrement, nous avons :
∀(x, a) ∈ χ˜, ∀t ∈ R+, d(x, a, Y dt ) ≥ d(x, a),
∀(x, a) ∈ χ˜, ∀t ∈ R+,
∫ +∞
t
d(x, a+ (u− t), Y du ) ds = +∞.
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Cette dernie`re hypothe`se concernant la mortalite´ naturelle d permet de de´montrer que
la probabilite´ de survie d’un individu tend vers 0 lorsque le temps tend vers l’infini
ou autrement dit que la probabilite´ qu’un individu vive e´ternellement est nulle. Cette
hypothe`se n’est pas ne´cessaire dans l’e´tude the´orique du processus mais elle permet
d’avoir une notion biologique et re´aliste du taux de mortalite´.
6.2.4 Probabilite´ de survie
Inte´ressons nous a` la dure´e de vie d’un individu ainsi qu’a` la probabilite´ de survie d’un
individu jusqu’a` une date donne´e. Cette notion est tre`s importante et renseigne sur l’espe´-
rance de vie des individus d’un aˆge donne´.
• Supposons dans un premier temps que le facteur Y du = ydu est de´terministe et que les
traits sont fixes dans le temps.
La dure´e de vie d’un individu ne´ au temps c ∈ R+ et caracte´rise´ par un trait x ∈ χ.
Il s’agit d’une variable ale´atoire de densite´ D donne´e par :
D : s 7→ d(x, c+ s, yds ) exp
(
−
∫ c+s
c
d(x, c+ u, ydu)du
)
.
Cette expression est bien une densite´ de probabilite´ puisqu’il s’agit d’une application
inte´grable positive telle que :∫ +∞
0
D(s)ds =
∫ ∞
0
d(x, c+ s, yds ) exp
(
−
∫ c+s
c
d(x, c+ u, ydu)du
)
ds
=
[
− exp
(
−
∫ c+s
c
d(x, c+ u, ydu)du
)]+∞
0
= 1
e´tant donne´e l’hypothe`se sur la mortalite´ naturelle qui fournit
0 ≤ lim
s→+∞ exp
(
−
∫ c+s
c
d(x, c+ u, ydu) du
)
≤ lim
s→+∞ exp
(
−
∫ c+s
c
d(x, c+ u) du
)
= 0.
La probabilite´ de survie est la probabilite´ St0(x, a, t) qu’un individu de trait x ∈ χ,
d’aˆge a ∈ R+ au temps t0 ∈ R+ soit toujours vivant a` la date t > t0 est donne´ par :
St0(x, a, t) =
∫ ∞
t
d(x, a+ s− t0, yds ) exp
(
−
∫ s
t0
d(x, a+ u− t0, ydu)du
)
ds
= exp
(
−
∫ t
t0
d(x, a+ u− t0, ydu
)
du).
L’hypothe`se sur la mortalite´ naturelle permet de de´duire que limt→+∞ St0(x, a, t) = 0.
Cela signifie que la probabilite´ qu’un individu vive e´ternellement est nulle.
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• Dans notre cas, le facteurs Y dt est ale´atoire. Une nouvelle expression naturelle de la
probabilite´ de survie d’un individu est donne´e par :
St0(x, a, t) = E
[
exp
(
−
∫ t
t0
d(x, a+ u− t0, Y du )du
)∣∣∣∣Ft0] .
• De plus, nous pouvons rajouter le fait que les traits peuvent e´voluer dans le temps
avec un taux d’e´volution de traits e. En conside´rant en date 0 un individu d’aˆge initial
a ∈ R+ et de trait initial x ∈ χ, nous de´finissons le processus X˜x,at = (Xt, At)x,a ou` le
processus Xx,at correspond au trait de l’individu a` la date t qui e´volue a` l’aide du taux
d’e´volution e et le processus Ax,at = a+ t correspond a` l’aˆge de l’individu a` l’instant
t.
Ce processus X˜ est une chaˆıne inhomoge`ne de Markov en temps continu de´crivant
l’e´volution des caracte´ristiques d’un individu dans le temps. Ainsi, si a` l’instant t le
processus X˜a,xt est connu, l’aˆge e´volue de manie`re de´terministe dans le temps alors
que le trait e´volue au bout d’un temps exponentiel e(Xx,at , A
x,a
t , Y
e
t ). Les transitions
de passage d’un trait a` un autre de´pendent du temps t et sont donne´es par la densite´
de distribution de traits Ke(Xx,at , A
x,a
t , dx
′
).
Par conse´quent, nous sugge´rons la nouvelle expression de la probabilite´ de survie qui
prend en compte les e´ventuels changements de traits au cours de la vie de l’individu :
X˜x,at = (X
x,a
t , A
x,a
t ),
St0(X
x,a
t0
, Ax,at0 , t) = E
[
exp
(
−
∫ t
t0
d(Xx,au , A
x,a
u , Y
d
u )du
)∣∣∣∣Ft0] ,
ou` le processus markovien X˜x,at de´crit l’e´volution dans le temps de l’aˆge et des traits
d’un individu d’aˆge a et de trait x en date 0.
6.2.5 Lien entre les notions de taux et d’intensite´
La notion classique de taux en de´mographie est diffe´rente de celle d’intensite´ en dyna-
mique de population. Prenons l’exemple de la mortalite´ afin de de´crire la diffe´rence entre
ces deux concepts.
La notion de taux de mortalite´ est ge´ne´ralement annuelle et correspond a` la probabi-
lite´ qu’un individu de´ce`de au cours d’une anne´e. En effet, le taux de mortalite´ classique
q(x, a, Y dt ) correspond a` la probabilite´ d’un individu d’aˆge a et de trait x de de´ce´der au
cours de l’anne´e. Ainsi, la probabilite´ de survie St(x, a, t + h) d’un individu d’aˆge a et de
trait x a` la date t pendant une anne´e est directement relie´e au taux de mortalite´ :
St(x, a, t+ 1) = 1− q(x, a, Y dt ).
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L’intensite´ de mortalite´ d(x, a, Y dt ) correspond au parame`tre du processus d’e´volution qui
correspond aussi au temps moyen entre deux e´ve´nements. cette notion peut aussi eˆtre relie´e
a` la fonction de survie. En effet, la probabilite´ de survie St(x, a, t+ 10) d’un individu d’aˆge
a et de trait x a` la date t jusqu’a` la date t+ 1 peut s’exprimer en fonction de l’intensite´ de
mortalite´ d(a, x, Y dt ) sous la forme suivante
St(x, a, t+ 1) = E
[
exp
(
−
∫ t+1
t
d(x, a− t+ u, Y du ) du
)∣∣∣∣Ft] .
En faisant l’approximation d’une intensite´ de mortalite´ d constante sur une anne´e et en
identifiant les deux expressions de la fonction de survie, nous obtenons :
d(x, a, Y dt ) ∼ ln
(
1
1− q(x, a, Y dt )
)
.
Cette relation fournit le lien entre une intensite´ dde mortalite´ et un taux dde mortalite´ et
plus ge´ne´ralement entre une intensite´ d’e´volution et un taux d’e´volution. En pratique, c’est
souvent le taux d’e´volution qui est mode´lise´ plutoˆt que l’intensite´ d’e´volution dans la mesure
ou` le taux apparaˆıt plus facile a` analyser. Lorsque les taux sont petits, un de´veloppement
de Taylor permet de remarquer que le taux de mortalite´ q et l’intensite´ de mortalite´ d ont
des valeurs tre`s proches.
6.3 Processus microscopique
En Section 6.1.3, nous avons introduit le concept de processus ponctuel discret d’e´volution
qui est essentiel dans une mode´lisation microscopique d’e´volution de population. La prise
ne compte de l’aˆge demande de raffiner le mode`le dans le sens propose´ par N. Fournier et
S. Me´le´ard [18] et de V.C. Tran [39, 40]. Nous conside´rons le processus d’e´volution comme
un processus stochastique, a` valeurs dans un espace de mesures ponctuelles, ayant des
proprie´te´s de re´gularite´ trajectorielle. Il nous faut tout d’abord rappeler quelques notions
mathe´matiques.
6.3.1 L’espace des mesures ponctuelles
Pour deux espaces me´triques E et F , notons Cb(E,F ) l’ensemble des fonctions continues
borne´es de E dans F qui est muni de la norme uniforme. Lorsque F = R, nous utiliserons
la notation Cb(E). L’ensemble D(E,F ) des fonctions ca`d-la`g de E dans F est muni de la
distance de Skorokhod.
NotonsMP (E) l’ensemble des mesures ponctuelles sur E que nous munissons de la topologie
de la convergence faible des mesures. Une mesure ponctuelle ν sur E peut s’e´crire sous la
forme :
ν =
∑
n
δen ,
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ou` δa de´signe la mesure de Dirac au point a et ou` en est une suite d’e´le´ments de H.
Pour m ∈ MP (E) et f ∈ Bb(E) l’ensemble des fonctions bore´liennes borne´es, nous notons
< m, f >=
∫
E fdm.
L’espace des mesures finies sur E, note´ MF (E), peut eˆtre muni de la convergence e´troite
ou de la convergence vague. Nous le munirons ge´ne´ralement de la convergence e´troite mais
lorsqu’il y aura une ambigu¨ıte´, nous pre´ciserons de quel type de convergence il s’agit,
(MF (E), e´) ou (MF (E), v).
6.3.2 De´finition du processus d’e´volution
Les individus que nous conside´rons seront caracte´rise´s par leurs traits correspondant a`
un ensemble de caracte´ristiques appartenant a` un espace me´trique χ muni d’une mesure
de re´fe´rence P . Nous distinguons, le parame`tre de l’aˆge, a` valeurs dans R+ et notons χ˜ =
χ × R+. Un individu sera donc caracte´rise´ par une mesure de Dirac en (x, a) ∈ χ˜. A` tout
instant t, la population peut eˆtre de´crite par la mesure de MP (χ˜) donne´e par :
Zt =
Nt∑
i=1
δ(xi(t),ai(t)), ou` Nt =< Zt, 1 >=
∫
χ˜
Zt(dx, da) (6.6)
est le nombre d’individus a` l’instant t.
Introduisons le processus d’e´volution d’une population structure´e par aˆge et par traits
qui ge´ne´ralise la mode´lisation propose´e par l’expression (6.4) dans la section 6.1.3 aux
populations structure´es par traits. Les notations de la section 6.1.3 seront reprises sans
rappel. Les proprie´te´s des processus d’intensite´s sont de´taille´es dans la section 6.2.3.
De´finition 6.3. Sur l’espace probabilise´ (Ω,F ,P), de´finissons un ensemble d’e´le´ments ale´a-
toires inde´pendants de la manie`re suivante :
• La population initiale Z0 ∈MP (χ˜) de taille finie est une mesure ponctuelle telle que
E (< Z0, 1 >) <∞.
• Q(ds, di, dθ, dx′) = ∑n≥1 δ(Sn,In,Θn,X′n)(ds, di, dθ, dx′) est une mesure ponctuelle de
Poisson sur l’espace R+×Ξ = R+×N∗×R+×χ dont le compensateur est ds n(di) dθ P (dx′).
• Les facteurs exoge`nes Y bt , Y dt et Y et sont des facteurs communs a` l’ensemble de la
population (a` l’e´chelle de la population et non pas a` l’e´chelle de l’individu), qui sont
inde´pendants de Q, de Z0 et qui sont inde´pendants entre eux.
Notons (Ft)t∈R+ la filtration canonique engendre´e par Z0, Q et par les facteurs (Y b, Y d, Y e)
re´gularise´e. Nous de´finissons un processus de dynamique de population Z a` valeurs dans
les mesures ponctuelles sur χ˜ par son e´volution :
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Zt =
N0∑
i=0
δ(Xi(Z0),Ai(Z0)+t) +
∫ t
0
∫
Ξ
1i≤Ns−
[
δ(x′ ,t−s) 10≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ ) (6.7)
− δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s) 1m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )
+ (δ(x′ ,Ai(Zs− )+t−s) − δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s)) 1m2(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m3(s,Zs− ,i,x′ )
]
Q(ds, di, dθ, dx
′
),
ou` Xi(Zt) et Ai(Zt) correspondent respectivement aux traits et a` l’aˆge de l’individu i de la
population a` la date t et ou` :
m1(s, Zs− , i, x
′
) = b
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
b
s
)
kb
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m2(s, Zs− , i, x
′
) = m1(s, Zs− , i, x
′
) + d
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
d
s
)
kd
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m3(s, Zs− , i, x
′
) = m2(s, Zs− , i, x
′
) + e (Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
e
s ) k
e
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
Par conse´quent, le processus Z est un processus ca`d-la`g a` valeurs dans l’espace des me-
sures ponctuelles, qui entre deux sauts n’e´volue que par l’influence de l’aˆge. Les e´ve`nements
affectant la population sont les naissances et les de´ce`s ainsi que l’e´volution des traits des
individus. Les mi repre´sentent les intensite´s individuelles d’e´volution (issues de processus
de Poisson) et permettent de caracte´riser les occurrences des e´ve´nements d’e´volution. Entre
deux e´ve´nements, les individus vieillissent continuˆment avec le temps. Le roˆle de la mesure
ponctuelle canonique Q(ds, di, dθ, dx
′
) est similaire a` celui du mouvement brownien dans
une e´quation diffe´rentielle stochastique.
Le terme
∑N0
i=0 δ(Xi(Z0),Ai(Z0)+t) correspond a` la structure de la population a` la date t s’il n’y
avait eu que le vieillissement. Les autres termes permettent de tenir compte des diffe´rents
e´ve´nements qui modifient la structure de la population. L’ensemble des masses de Dirac
qui de´crivent la population a` la date t est constitue´ des mesures de Dirac repre´sentant les
individus pre´sents initialement auxquelles s’ajoutent les mesures de Dirac repre´sentant les
individus ne´s en un temps s ∈ [0, t] et auxquelles sont soustraites les mesures de Dirac
repre´sentant les individus morts en un temps s ∈ [0, t]. Le dernier terme correspond a`
d’e´ventuels changements de traits dans le temps, ce qui correspond a` remplacer la masse
de Dirac par une autre ayant le meˆme aˆge mais un trait diffe´rent.
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Figure 6.1 – Repre´sentation de la structure des aˆges en fonction du temps en tenant compte
de diffe´rents e´ve´nements. La ligne bleue correspond a` un individu d’aˆge initial a1 et aˆge´ de
a1 + t en date t. La ligne verte correspond a` un individu ne´ en date s2 qui est aˆge´ de t− s2
en date t. La ligne rouge correspond a` l’aˆge d’un individu d’aˆge initial a3 qui disparaˆıt en
date s3.
Le processus d’e´volution est de´crit sous la forme d’une mesure, mais nous pouvons aussi de´-
terminer naturellement le processus d’e´volution par < Zt, ft > sur un ensemble de fonctions
tests f : (x, a, s) 7→ fs(x, a) ∈ Bb(χ˜× R+) :
< Zu, fu > = < Z0, f0 > +
∫ u
0
∫
Ξ
(
fs(x
′
, 0)10≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )
− fs(Xi(Zs−), Ai(Zs−))1m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )
+
[
fs(x
′
, Ai(Zs−))− fs(Xi(Zs−), Ai(Zs−))
]
1m2(s,Zs− ,i,x
′ )≤θ<m3(s,Zs− ,i,x′ )
)
Q(ds, di, dθ, dx
′
).
Cette forme ne fait pas intervenir les masses de Dirac repre´sentant les individus. L’inter-
pre´tation ne se fait plus sous forme de mesures mais plutoˆt sous la forme de comptage qui
est la forme standard des processus de naissance et mort.
Les hypothe`ses consistant a` supposer que les intensite´s individuelles sont borne´es sont assez
naturelles, en particulier dans le cadre de l’e´tude d’une population humaine. L’introduction
en pratique des facteurs dans les intensite´s d’e´volution ne changera pas le fait que les
fonctions b, d et e seront borne´es et meˆme comprises entre 0 et 1. En effet, la mode´lisation
des taux d’e´volution utilisant la fonction logit dont l’inverse permet de re´cupe´rer des taux
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de´mographiques borne´s entre 0 et 1 (voir Chapitre 5). L’hypothe`se sur le caracte`re borne´
de ces intensite´s est essentielle puisqu’elle permet d’assurer l’existence et l’unicite´ forte du
processus microscopique (voir Proposition 6.1) ainsi qu’un proce´de´ de simulation efficace.
6.3.3 Simulation du processus d’e´volution
Nous reprenons dans cette partie la me´thode de simulation introduite par S. Me´le´ard
et N.Fournier [18] de processus microscopiques et adapte´e par V.C Tran [39] pour traiter
l’e´volution d’une population structure´e par aˆge. Nous adaptons ce proce´de´ de simulation a`
ce cadre en ajoutant l’e´volution des traits des individus et en supposant que les intensite´s
d’e´volution de´pendent des facteurs Y b, Y d et Y e. Les intensite´s de natalite´, de mortalite´ et
d’e´volution des traits sont suppose´es majore´es respectivement par b¯, d¯ et e¯.
Les facteurs Y d, Y b et Y e e´voluent suivant la dynamique (6.4) et leur simulation se fait
par un sche´ma d’Euler avec un pas de discre´tisation h. Si nous privile´gions une e´volution
discre`te par anne´e avec l’expression (6.5), cela revient aussi a` fixer le taux de discre´tisation
a` h = 1.
Conside´rons la date d’occurrence du ke e´ve´nement Tk ∈ [nh, (n+ 1)h] ou` n correspond au
nombre de dates du sche´ma de discre´tisation de Euler de pas h depuis la date initiale. Dans
une description d’e´volution annuelle avec h = 1, n correspondra au 1er janvier de l’anne´e
au cours de laquelle se produit le ke e´ve´nement et n+ 1 correspond au premier janvier de
l’anne´e suivante.
Ainsi, le taux de saut global du processus est majore´ par (b¯ + d¯ + e¯)NTk et de´pend de la
taille de la population puisqu’on se´lectionne un individu dans la population de taille NTk .
Remarque 6.6. Si nous avions mode´lise´ une mortalite´ par compe´tition [39], la majoration
serait en b¯NTk + d¯f(NTk) + e¯NTk ce qui traduit une interaction des individus.
On de´termine le temps Tk+1 du prochain e´ve´nement par une me´thode d’acceptation/rejet.
Conside´rons la suite (τk+l) de processus ponctuel de Poisson d’intensite´ (b¯ + d¯ + e¯)NTk et
mettons en place la proce´dure d’acceptation rejet.
1. On note τk = Tk ∈ [nh, (n+ 1)h], Nτk = NTk , Y d = Y dnh, Y b = Y bnh, Y e = Y enh, l := 0.
2. On de´termine le prochain instant auquel un e´ve´nement est susceptible de se produire.
On tire une variable ale´atoire k,l ∼ E((b¯+d¯+e¯)NTk) ce qui fournit un instant e´ventuel
de saut donne´ par τk+l+1 = τk+l + k,l. Si τk+l+1 > (n+ 1)h, on simule Y
b = Y b(n+1)h,
Y d = Y d(n+1)h et Y
e = Y e(n+1)h a` partir de Y
b
nh, Y
d
nh et Y
e
nh.
Remarque 6.7. Le pas de temps consiste a` tirer une variable exponentielle de pa-
rame`tre (b¯+ d¯+ e¯)NTk . En fait, on peut aussi interpre´ter cela comme le fait d’asso-
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cier a` chaque individu une cloche sonnant suivant la loi exponentielle de parame`tre
(b¯ + d¯ + e¯). Le fait de regarder la premier son de cloche revient a` prendre la borne
infe´rieure de NTk lois exponentielles inde´pendantes identiquement distribue´es asso-
cie´es a` l’ensemble cloche. Cela correspond a` conside´rer une loi exponentielle dont le
parame`tre est la somme des parame`tres. Ainsi, on retrouve bien le pas de temps k,l
propose´.
3. Pendant la pe´riode [τk+l, τk+l+1], seul le phe´nome`ne de vieillissement apparaˆıt et un
individu de la population est caracte´rise´ au temps τk+l+1 par son trait Xi(Zτk+l) et
son aˆge Ai(Zτk+l) + τk+l+1 − τk+l.
4. On se´lectionne au hasard un individu dans la population ZTk ce qui revient a` tirer
une variable ale´atoire Ik,l uniforme´ment distribue´e sur [1, NTk ]. On calcule les valeurs
des diffe´rents m˜i dans [0, 1] par :
m˜1(τk+l+1, Zτ−
(k+l+1)
, Ik,l) =
b
(
XIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), AIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), Y b
)
b¯+ d¯+ e¯
.
m˜2(τk+l+1, Zτ−
(k+l+1)
, Ik,l) = m˜1(τk+l+1, Zτ−
(k+l+1)
, Ik,l) +
d
(
XIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), AIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), Y d
)
b¯+ d¯+ e¯
.
m˜3(τk+l+1, Zτ−
(k+l+1)
, Ik,l) = m˜2(τk+l+1, Zτ−
(k+l+1)
, Ik,l) +
e
(
XIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), AIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), Y d
)
b¯+ d¯+ e¯
.
5. On de´termine le type d’e´ve´nement qui va affecter l’individu se´lectionne´. Pour cela, on
tire une variable θk,l ∼ U[0,1]
• si 0 < θk,l < m˜1, l’individu Ik,l donne naissance a` un individu d’aˆge 0 et de trait x′
tire´ suivant la loi Kb(XIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), AIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), dx
′
), on de´finit Tk+1 = τk+l+1
et on revient a` l’e´tape 1.
• si m˜1 < θk,l < m˜2, l’individu Ik,l meurt, on de´finit Tk+1 = τk+l+1 et on revient a`
l’e´tape 1.
• si m˜2 < θk,l < m˜3, l’individu Ik,l change de trait et passe du trait XIk,l(Zτ−
(k+l+1)
)
a` un trait x
′
tire´ suivant la loi Ke(XIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), AIk,l(Zτ−
(k+l+1)
), dx
′
), on de´finit
Tk+1 = τk+l+1 et on revient a` l’e´tape 1.
• si θk,l > m˜3, aucun e´ve´nement ne se produit (ou plutoˆt un e´ve´nement auxiliaire qui
n’affecte pas l’e´volution de la population) et on pose Nτk+l+1 = NTk , l → l + 1 et
on revient a` l’e´tape 2.
On observe que les pas de temps pour la simulation du processus suivent des lois ex-
ponentielles dont l’intensite´ a` chaque pas de´pend de la taille de la population. On perd
249
Chapitre 6. Mode´lisation microscopique de la dynamique de population
la proprie´te´ de temps de Poisson puisqu’ils de´pendent de l’e´volution de la structure de la
population. Nume´riquement, la simulation du processus se fait par une discre´tisation avec
un pas qui est ale´atoire et adaptatif. Cette me´thode de simulation permet de se´lectionner
de manie`re optimale l’ensemble des individus de la population. On propose dans l’annexe
A un exemple simple expliquant la renormalisation (ou ”Thinning”) qui permet d’avoir un
proce´de´ de simulation d’une mesure de Poisson sur un espace de mesure infinie.
Remarque 6.8. On aurait pu conserver la structure poissonnienne en limitant la taille
de la population a` un seuil N¯ : on aurait tire´ une variable exponentielle k,l de parame`tre
N¯(b¯+ d¯+ e¯), on aurait tire´ une variable Ik,l uniforme´ment distribue´e sur [1, N¯ ] et on aurait
rejete´ les valeurs supe´rieures a` NTk . Cependant, cette simulation bien que poissonnienne
est moins efficace puisqu’on se´lectionne un trop grand nombre d’e´ve´nements dont la plupart
sont rejete´s.
En the´orie, le proce´de´ de simulation est inde´pendant des valeurs des bornes b¯, d¯ et e¯. En
pratique, le mode`le est d’autant plus efficace lorsque ces bornes ont des valeurs proches
des vraies bornes supe´rieures des intensite´s d’e´volution afin de limiter le nombre de rejets
dans la proce´dure. Ainsi, l’ide´e est donc de simuler une trajectoire des facteurs d’e´volution
Y b, Y d et Y e et de conside´rer les bornes optimales des intensite´s d’e´volution associe´es a`
cette trajectoire. Une fois les bornes b¯, d¯ et e¯ de´termine´es, on peut commencer a` simuler le
processus d’e´volution de la population sachant cette trajectoire.
6.3.4 Migration et immigration
Nous proposons trois me´thodes diffe´rentes afin de prendre en compte les migrations et
l’immigration dans le mode`le :
• Intensite´s individuelles d’immigration et de migration
• Intensite´ individuelle de migration et intensite´ globale d’immigration
• Intensite´ globale d’immigration en discret (par simulation)
Migration et immigration individuelles
Les migrations et l’immigration dans la mode´lisation peuvent eˆtre pris en compte de sorte
a` avoir des flux continus d’individus selon une intensite´ d’immigration individuelle.
Au meˆme titre que les autres intensite´s d’e´volution, nous ajoutons une intensite´ ρ−(x, a, Y −t )
correspondant a` une intensite´ individuelle de migration de la population. et une intensite´
ρ+(x, a, Y +t ) correspond a` une intensite´ d’immigration individuelle. L’intensite´ ρ
+ corres-
pond a` une intensite´ d’immigration d’un individu d’aˆge a et de trait x qui a le meˆme aˆge
que l’individu se´lectionne´ et dont le trait est tire´ selon la distribution kI
(
x, a, x
′
)
.
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Pour information, le processus d’e´volution modifie´ se re´e´crit :
ZIt =
N0∑
i=0
δ(Xi(Z0),Ai(Z0)+t)
+
∫ t
0
∫
Ξ
1i≤Ns−
[
δ(x′ ,t−s)10≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )
−δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s)1m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )
+(δ(x′ ,Ai(Zs− )+t−s) − δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s))1m2(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m3(s,Zs− ,i,x′ )
−δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s)1m3(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m4(s,Zs− ,i,x′ )
+δ(x′ ,Ai(Zs− )+t−s)1m4(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m5(s,Zs− ,i,x′ )
]
Q(ds, di, dθ, dx
′
), (6.8)
ou` les coefficients mi sont donne´s par
m1(s, Zs− , i, x
′
) = b
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
b
s
)
kb
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m2(s, Zs− , i, x
′
) = m1(s, Zs− , i, x
′
) + d
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
d
s
)
kb
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m3(s, Zs− , i, x
′
) = m2(s, Zs− , i, x
′
) + e (Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
e
s ) k
e
(
Xi(−Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m4(s, Zs− , i, x
′
) = m3(s, Zs− , i, x
′
) + ρ−
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
−
s
)
kI
(
Xi(−Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m5(s, Zs− , i, x
′
) = m4(s, Zs− , i, x
′
) + ρ+
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
+
s
)
kI
(
Xi(−Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
Remarque 6.9. L’avantage majeur de ce formalisme pour le processus d’e´volution est
qu’il est aise´ d’ajouter des e´ve´nements sans pour autant modifier la structure ge´ne´rale du
processus microscopique.
Migration individuelle et immigration globale continue
Nous pouvons prendre en compte l’immigration dans la mode´lisation a` une e´chelle ma-
croscopique et non plus microscopique. Cela permet d’avoir une arrive´e continue d’immi-
grants selon une intensite´ d’immigration globale de´pendant uniquement de la taille de la
population. Nous conservons une intensite´ de migration individuelle ρ−(x, a, Y −t ) mais nous
passons a` une intensite´ d’immigration globale ρ+(Zs, Ys) ne de´pendant que du temps et de
la taille de la population. L’aˆge et les traits de l’immigre´ sont tire´s selon une loi de´finie au
pre´alable de densite´ kI(x, a).
Ces deux premie`res mode´lisations contraignent l’immigration a` eˆtre mode´lise´e alors qu’en
pratique nous pourrions souhaiter adapter une politique d’immigration avec le temps en
fonction de l’e´volution de la population. Nous exhibons une troisie`me me´thode permettant
de mettre en place des strate´gies d’immigration.
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Migration individuelle et immigration discre`te
Dans cette dernie`re me´thode, l’intensite´ d’immigration peut correspondre a` une strate´gie
adaptative de´pendant de certains crite`res (comme nous le verrons dans le chapitre 7 de la
the`se). L’intensite´ d’immigration est de´termine´e a` certaines dates fixe´es (chaque anne´e par
exemple) en fonction de l’e´volution de la structure de la population. Par conse´quent, l’im-
migration se fait de manie`re discre`te chaque anne´e au cours de la simulation du processus
et de´pend du sce´nario d’e´volution.
Cette me´thode permet de tenir compte de l’immigration en arreˆtant la simulation le pro-
cessus (chaque anne´e par exemple) et en mettant a` jour la population en tenant compte des
migrations et des immigrations a` l’aide d’un crite`re d’immigration. Ce crite`re d’immigration
pourra eˆtre lie´ a` une strate´gie d’immigration qui pourra de´pendre de la taille de la popula-
tion ou d’un crite`re purement arbitraire. Apre`s avoir effectue´ les diffe´rents flux migratoires,
on relance le processus de diffusion avec la population modifie´e par l’immigration comme
nouvelle condition initiale.
Conclusions sur l’immigration
Il est possible de de´finir un taux d’immigration par de nombreuses me´thodes qui ont
chacune leurs avantages et leurs inconve´nients. L’immigration peut eˆtre fixe´e a` l’avance
par un taux individuel ou un taux global. Il est aussi possible de conside´rer des strate´gies
d’immigration visant a` satisfaire un objectif donne´. Dans la suite, par souci de simplicite´,
nous omettons ces termes d’immigration afin de ne pas alourdir les notations. Ainsi, l’im-
migration peut facilement eˆtre prise en compte dans la mode´lisation ou dans la simulation
du processus.
6.3.5 Extensions possibles
Il existe de nombreuses extensions avec la prise en compte d’autres phe´nome`nes concer-
nant la structure et la dynamique de la population.
1. Nous avons conside´re´ l’aˆge physique de l’individu qui est directement proportionnel
au temps ce qui signifie que l’aˆge au temps t d’un individu ne´ au temps c est donne´
par t− c. Il est possible de mode´liser un aˆge biologique a qui e´volue avec une ve´locite´
v(x, a) dans le temps [39, 40]. Cela signifie que l’aˆge d’un individu de trait x et d’aˆge
a vieillit a` une vitesse v(x, a). A` la date t, l’aˆge biologique d’un individu de trait x
′
et
d’aˆge a a` la date t− 1 est donne´e par a+ v(x, a). La notion d’aˆge biologique pourrait
eˆtre une manie`re astucieuse de tenir compte des maladies donnant l’impression qu’un
individu vieillit plus rapidement qu’un individu en bonne sante´.
2. Nous n’avons pas mode´lise´ d’e´ventuelle interaction entre les individus. Il est possible
de tenir compte d’une compe´tition entre les individus qui affecte les intensite´s in-
252
Chapitre 6. Mode´lisation microscopique de la dynamique de population
dividuelles de mortalite´ et de natalite´ [39, 40, 30]. Cette interaction complexifie la
structure de la population et pourrait fournir des re´sultats tre`s inte´ressants.
6.4 Proprie´te´s mathe´matiques du processus
Dans cette partie, nous de´crivons les diffe´rentes proprie´te´s mathe´matiques relatives a`
ce processus d’e´volution. Tout d’abord, nous prouvons l’existence et l’unicite´ du processus
d’e´volution. Nous de´montrons des proprie´te´s de controˆle du processus avec des proprie´te´s
d’existence de moments. Ensuite, nous caracte´risons le processus par son ge´ne´rateur infinite´-
simal permettant l’analyse de la dynamique du processus au travers d’un proble`me martin-
gale ve´rifie´ par ce dernier. Enfin, nous exhibons des proprie´te´s de re´gularite´ avec l’existence
d’une densite´ par aˆge et par traits qui permet de structurer la projection moyenne de la
population.
6.4.1 Existence et unicite´ forte du processus
E´tablissons l’existence et l’unicite´ du processus d’e´volution. Ce processus d’e´volution est
caracte´rise´ par les e´ve´nements d’e´volution et il faut donc assurer l’existence et l’unicite´ des
instant Tk d’e´volution a` toute date t.
Bien que l’e´volution des traits ne change pas la taille effective de la population, elle en
modifie la structure. Ainsi, le taux d’occurrence d’e´ve´nements au temps s ∈ R+ est majore´
par (b¯+d¯+e¯)Ns− . Il est donc possible de de´finir presque suˆrement la suite (Tk)k∈N∗ des temps
de e´ve´nements successifs de Z. Comme il s’agit d’une suite croissante, T∞ = lim
k→+∞
Tk est
aussi de´finie presque suˆrement. Pour de´montrer l’existence de la solution, il faut de´montrer
que T∞ = +∞ P− presque suˆrement.
Proposition 6.1. Sous les hypothe`ses e´nonce´es pre´ce´demment, l’e´quation (6.8) admet une
solution (Zt)t∈R+ ∈ D(R+,MP (χ˜)) telle que pour tout T > 0, Nt de´fini en (6.6) satisfait :
E
(
sup
t∈[0,T ]
Nt
)
< E (N0) eb¯T < +∞. (6.9)
De´monstration 6.1. Soit N ∈ N∗ fixe´. On introduit le temps d’arreˆt suivant :
τN = inf{t ≥ 0, Nt ≥ N}.
Pour tout t ∈ R+, on peut e´crire :
< Zt∧τN , 1 > = N0 +
∫ t∧τN
0
∫
χ˜
1{i≤Ns−}(1{0≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )}
−1{m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )})Q(ds, di, dθ, dx
′
)
≤ N0 +
∫ t∧τN
0
∫
χ˜
1{i≤Ns−}1{0≤θ≤m1(s,Zs− ,i,x′ )}Q(ds, di, dθ, dx
′
).
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En prenant la borne supe´rieure et l’espe´rance, il est licite d’appliquer le the´ore`me de Fubini
(les inte´grants sont borne´s en conside´rant les hypothe`ses de la section 6.2.3 et le choix de
τN ). On de´duit que
E
(
sup
s∈[0,t∧τN ]
Ns
) ≤ E (N0) + b¯∫ t
0
E
(
sup
u∈[0,s∧τN ]
Nu
)
ds ≤ E (N0) eb¯t, (6.10)
en utilisant le lemme de Gronwall. La majoration se faisant par un terme inde´pendant de
N , on de´montre par l’absurde que
lim
N→+∞
τN = +∞ P p.s.
En effet, s’il existait M < +∞ et un ensemble AM ⊂ Ω de probabilite´ strictement positive
tels que ∀ω ∈ AM , lim
N→+∞
τN (ω) < M , alors,
∀T > M, E( sup
t∈[0,T∧τN ]
Nt
) ≥ P(AM )×N.
Ceci est en contradiction avec la majoration par un terme inde´pendant de N dans l’expres-
sion (6.10). Ainsi, lim
N→+∞
τN = +∞ P− p.s.
Par conse´quent, on peut utiliser le lemme de Fatou dans l’expression (6.10) et on obtient :
E
(
lim inf
N→+∞
sup
s∈[0,t∧τN ]
Ns
) ≤ lim inf
N→+∞
E
(
sup
s∈[0,t∧τN ]
Ns
) ≤ E (N0) eb¯t < +∞,
ce qui prouve (6.9). A` pre´sent, de´montrons par l’absurde que T∞ = +∞ P− p.s. ce qui
assurera l’existence du processus. Supposons qu’il existe M˜ < +∞ et un ensemble AM˜ ⊂ Ω
de probabilite´ strictement positive tels que ∀ω ∈ AM˜ , T∞(w) < M˜ .
De´montrons tout d’abord par l’absurde que
∀ω ∈ AM˜ , limk→+∞NTk(ω) = +∞. (6.11)
Si la proprie´te´ (6.11) n’e´tait pas ve´rifie´e, il existerait N
′
> 0 et un ensemble B ⊂ AM˜ de
probabilite´ strictement positive tels que :
∀ω ∈ B, ∀k ∈ N, NTk(ω) < N
′
.
Ainsi, pour tout ω ∈ B, on peut construire les instants (Tk(ω))k∈N comme une sous suite
des points d’un processus ponctuelle de Poisson d’intensite´ (b¯+ d¯+ e¯)N
′
dont la seule va-
leur d’adhe´rence est +∞ P− presque suˆrement ce qui est absurde car on avait suppose´ que
∀ω ∈ B, T∞(ω) < M˜ .
La proprie´te´ (6.11) e´tant de´montre´e, on en de´duit que ∀N > 0, ∀ω ∈ AM˜ , τN (ω) ≤ M˜ ce
qui contredit le fait que lim
N→+∞
τN = +∞ P− p.s.
Ceci ache`ve la de´monstration de l’existence d’un tel processus.
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Proposition 6.2. On a unicite´ forte pour l’e´quation diffe´rentielle stochastique (6.8)
De´monstration 6.2. Soient Z0 ∈ MP (χ˜) une condition initiale et Q(ds, di, dθ, dx′) une
mesure ponctuelle de Poisson satisfaisant aux hypothe`ses de la de´finition 1. De´montrons
par re´currence que les couples (Tk, ZTk)k∈N sont de´termine´s de fac¸on unique par (Z0, Q).
Pour k = 0, la proprie´te´ est e´vidente car Z0 est de´termine´ de fac¸on unique par le couple
(Z0, Q). Supposons que pour k ∈ N, (Tk, ZTk) soit de´termine´ de fac¸on unique par (Z0, Q)
et de´montrons que (Tk+1, ZTk+1) l’est aussi. On de´finit :
∀t ≥ Tk, Z˜kt (dx, da) =
NTk∑
i=1
δ(Xi(ZTk ),Ai(ZTk )+t−Tk)(dx, da)
qui est de´termine´ de fac¸on unique par (Tk, ZTk) donc par (Z0, Q). Ainsi,
Tk+1 = inf
{
t > Tk,
∫ t
Tk
∫
χ˜
1{i≤NTk ,0≤m3(s,Z˜ks− ,i,x
′ )Q(ds, di, dθ, dx
′
) > 0
}
est de´termine´ de fac¸on unique par (Z0, Q). Soit l’atome (Tk+1, Ik+1, θk+1, X
′
k+1) correspon-
dant a` la mesure de Poisson Q. Alors,
ZTk+1(dx, da) = Z˜
k
Tk+1
(dx, da) + δ
(X
′
k+1,0)
(dx, da) 1
0≤θk+1≤m1(Tk+1,Z˜k
T−
k+1
,Ik+1,X
′
k+1)
−δ(XIk+1 ,AIk+1 (Z˜kT−
k+1
))(dx, da) 1m1(Tk+1,Z˜k
T−
k+1
,Ik+1,X
′
k+1)≤θk+1≤m2(Tk+1,Z˜kT−
k+1
,Ik+1,X
′
k+1)
+
(
δ
(X
′
k+1,AIk+1 (Z˜
k
T−
k+1
))
(dx, da)− δ(XIk+1 ,AIk+1 (Z˜kT−
k+1
))(dx, da)
)
×1
m2(Tk+1,Z˜
k
T−
k+1
,Ik+1,X
′
k+1)≤θk+1≤m3(Tk+1,Z˜kT−
k+1
,Ik+1,X
′
k+1)
de´pend aussi de fac¸on unique de (Tk+1, Ik+1, θk+1, X
′
k+1, Z˜
k, ZTk) donc de (Z0, Q). Ceci
prouve l’unicite´ forte de l’e´quation diffe´rentielle stochastique.
6.4.2 Proprie´te´s de moments du processus
Nous nous inte´ressons a` des proprie´te´s de controˆle du processus en e´tudiant l’exis-
tence de moments du processus sur un intervalle de temps donne´. En supposant que
E (< Z0, 1 >) < ∞, il existe un unique processus ve´rifiant la de´finition pre´ce´dente. La
proposition suivante permet d’e´tablir des proprie´te´s de moments de ce processus.
Proposition 6.3. Des proprie´te´s de moments sur Z0 engendrent des proprie´te´s de moments
sur le processus Zt. Supposons qu’il existe p ≥ 1 tel que E (< Z0, 1 >p) < +∞, alors pour
tout T <∞ :
∀T > 0, E
(
sup
t∈[0,T ]
< Zt, 1 >
p
)
< +∞.
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La proprie´te´ de moment sera tre`s utile pour les phe´nome`nes limites. Pour de´montrer cette
proprie´te´, il suffit de conside´rer un temps d’arreˆt τN = inf{t ≥ 0, < Zt, 1 >≥ N} et de
majorer supt∈[0,T∧τN ] < Zt, 1 >
p en ne´gligeant les morts, de prendre l’espe´rance et d’utiliser
un lemme de Gronwall. Ce proce´de´ de de´monstration est de´taille´ dans la the`se de V.C.
Tran [39] ou l’article de S. Me´le´ard [18] avec d’autres informations utiles.
De´monstration 6.3. On utilise a` nouveau le temps d’arreˆt τN = inf{t ≥ 0, Nt ≥ N}.
On applique la formule de Itoˆ et on majore en ne prenant en compte que les e´ve´nements
augmentant l’effectif total de la population c’est a` dire les naissances uniquement :
sup
u∈[0,t∧τN ]
< Zu, 1 >
p ≤ < Z0, 1 >p +
∫ t∧τN
0
∫
χ˜
Q(ds, di, dθ, dx
′
)[
1{0≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )}
(
(< Zz− , 1 > +1)
p− < Zs− , 1 >p
)]
.
Comme (1 + y)p − yp ≤ C(p)(1 + yp−1), en prenant l’espe´rance et en utilisant le the´ore`me
de Fubini qui s’applique graˆce aux hypothe`ses e´nonce´es et par le choix de τN , on obtient :
E
(
sup
u∈[0,t∧τN ]
< Zu, 1 >
p
)
≤ E (< Z0, 1 >p)
+ E
(∫ t∧τN
0
C(p)(1+ < Zs, 1 >
p−1)
∫
χ˜
b(x, a, Y bs )Zs(dx, da)ds
)
≤ E (< Z0, 1 >p) + b¯C(p)
∫ t
0
E (< Zs∧τN , 1 > + < Zs∧τN , 1 >
p) ds.
Puisque E (< Zs, 1 > + < Zs, 1 >p) ≤ 2E (1+ < Zs, 1 >p) ≤ 2E
(
1 + sup
u∈[0,s]
< Zs, 1 >
p
)
,
on peut de´duire que :
E
(
sup
u∈[0,t∧τN ]
< Zu, 1 >
p
)
≤ E (< Z0, 1 >p)+2b¯C(p)T+2b¯C(p)
∫ t
0
E
(
sup
u∈[0,s∧τN ]
< Zu, 1 >
p
)
ds.
Enfin, en utilisant l’ine´galite´ de Gronwall, on obtient
E
(
sup
u∈[0,t∧τN ]
< Zu, 1 >
p
)
≤ (E (< Z0, 1 >p) + 2b¯C(p)T ) exp [2b¯C(p)T ])
≤ C(p, T ), (6.12)
ou` C(p, T ) est une constant inde´pendante de N . En utilisant le fait que lim
N→+∞
τN =
+∞ P− p.s. et en appliquant le lemme de Fatou, on de´duit le re´sultat voulu
E
(
sup
u∈[0,t∧T ]
< Zu, 1 >
p
)
≤ C(p, T ) <∞.
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6.4.3 E´tudes du ge´ne´rateur infinite´simal du processus Zt
Afin de caracte´riser le processus d’e´volution, nous analysons le ge´ne´rateur infinite´simal du
processus Markovien (Zt)t≥0 ∈ D(R+,MP (χ˜)). Il est complexe de caracte´riser directement
le ge´ne´rateur du processus Z puisqu’il est a` valeurs dans un espace mesure. Le ge´ne´rateur
infinite´simal du processus < Zt, ft > est de´crit pour un ensemble de fonctions tests ft.
Les facteurs exoge`nes Y bt , Y
d
t et Y
e
t e´tant inde´pendants de la mesure de Poisson Q qui
controˆle la dynamique du processus Z, nous conside´rons le ge´ne´rateur infinite´simal LYt
conditionne´ par les trajectoires des facteurs exoge`nes jusqu’a` la date t.
De´finissons (Yb,d,et )t≥0 la filtration associe´e aux facteurs Y b, Y d et Y e. Le ge´ne´rateur infini-
te´simal LYt est lui-meˆme de´crit sur un ensemble de fonctions Φ de sorte que L
Y
t Φ(< Zt, ft >
) = ∂∂uE
(
Φ(< Zu, fu > |Yb,d,eu )
)
|u=t. L’expression du ge´ne´rateur infinite´simal est donne´e
dans la proposition suivante :
Proposition 6.4. Soit Z0 ∈MP (χ˜) une mesure de´terministe telle que :
N0 =< Z0, 1 >< +∞.
Soit Φ ∈ Cb(R) et f : (x, a, s) 7→ fs(x, a) ∈ C0,1,1b (χ˜× R,R).
Le processus < Zt, ft > posse`de un ge´ne´rateur infinite´simal conditionnel de´fini par
LYt Φ(< Zt, ft >) =
∫
χ˜
Zt(dx, da)
[
Φ
′
(< Zt, ft >)
(
∂ft
∂a
+
∂ft
∂s
)
(x, a) (6.13)
+b(x, a, Y bt )
∫
χ
[
Φ(< Zt, ft > +ft(x
′
, 0))− Φ(< Zt, ft >)
]
Kb(x, a, dx
′
)
+d(x, a, Y dt )
[
Φ(< Zt, ft > −ft(x, a))− Φ(< Zt, ft >)
]
+ e(x, a, Y et )
∫
χ
[
Φ(< Zt, ft > +ft(x
′
, a))− Φ(< Zt, ft > −ft(x, a))
]
Ke(x, a, dx
′
)
]
.
De´monstration 6.4. Soient Φ ∈ Cb(R) et f : (x, a, s) 7→ fs(x, a) ∈ C0,1,1b (χ˜× R,R).
L’hypothe`se de controˆle sur la variable Z0 permet d’appliquer la Proposition 6.3 concernant
l’existence de moments. Ainsi, on sait que pour tout T > 0 :
E
(
sup
u∈[0,T ]
< Zu, 1 >
)
< C(T ) < +∞.
Soit t > 0. On rappelle que LtΦ(< Zt, ft >) =
∂
∂uE
(
Φ(< Zu, fu >)|Yb,d,eu
)
|u=t.
En utilisant que Φ(< Zu, fu >) = Φ(< Z0, f0 >) +
∑
s≤u[Φ(< Zs− + (Zs − Zs−), fs >)− <
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Φ(Zs− , fs >)], et en prenant l’espe´rance, on peut e´crire :
E [Φ(< Zu, fu >)] = E [Φ(< Z0, f0 >)] + E
∫ u
0
(
Φ
′
(< Zs, fs >) < Zs,
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
>
+ E
{∫ u
0
∫
Ξ
1i≤Ns−
([
Φ(< Zs, fs > +fs(x
′
, 0))− Φ(< Zs, fs >)
]
1{0≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )}
+
[
Φ(< Zs, fs > −fs(x, a))− Φ(< Zs, fs >)
]
1{m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )}
+
[
Φ(< Zs, fs > +fs(x
′
, a))− Φ(< Zt, fs > −fs(x, a))
]
1{m2(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m3(s,Zs− ,i,x′ )}
)
Q(ds, di, dθ, dx
′
)
}
= E [Φ(< Z0, f0 >)] + E
[
ΨY (u, Z)
]
,
ou`
ΨY (u, Z) =
∫ u
0
∫
χ˜
dsZs(dx, da)
[
Φ
′
(< Zs, fs >)
(
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
)
(x, a)
+ b(x, a, Y bs )
∫
χ
[
Φ(< Zs, fs > +fs(x
′
, 0))− Φ(< Zs, fs >)
]
Kb(x, a, dx
′
)
+ d(x, a, Y ds ) [Φ(< Zs, fs > −fs(x, a))− Φ(< Zs, fs >)]
+ e(x, a, Y es )
∫
χ
[
Φ(< Zs, fs > +fs(x
′
, a))− Φ(< Zt, fs > −fs(x, a))
]
Ke(x, a, dx
′
)
]
.
Soit T > t > 0, l’application u ∈ [t, T ] 7→ ΨY (u, Z) est :
– domine´e par la fonction
T
(
(||∂f
∂a
||∞ + ||∂f
∂s
||∞)||Φ′ ||∞ + 2(b¯+ d¯+ e¯)||Φ||∞
)
sup
u∈[0,T ]
< Zu, 1 >
qui est inte´grable d’apre`s la proprie´te´ des moments.
– de´rivable P− presque suˆrement en u de de´rive´e :
∂ΨY
∂u
(u, Zu) =
∫
χ˜
Zu(dx, da)
[
Φ
′
(< Zu, fu >)
(
∂fu
∂a
+
∂fu
∂u
)
(x, a)
+ b(x, a, Y bu )
∫
χ
[
Φ(< Zu, fu > +fu(x
′
, 0))− Φ(< Zu, fu >)
]
Kb(x, a, dx
′
)
+ d(x, a, Y du ) [Φ(< Zu, fu > −fu(x, a))− Φ(< Zu, fu >)]
+ e(x, a, Y eu )
∫
χ
[
Φ(< Zu, fu > +fu(x
′
, a))− Φ(< Zt, fu > −fu(x, a))
]
Ke(x, a, dx
′
)
]
,
– domine´e par la fonction inte´grable(
(||∂f
∂a
||∞ + ||∂f
∂s
||∞)||Φ′ ||∞ + 2(b¯+ d¯+ e¯)||Φ||∞
)
sup
u∈[0,T ]
< Zu, 1 >
Ainsi, en appliquant un the´ore`me de de´rivation sous l’espe´rance par rapport a` u et en
prenant u = t, on obtient le l’expression (6.13) du ge´ne´rateur infinite´simal.
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6.4.4 Dynamique du processus d’e´volution
Afin de de´crire la dynamique du processus d’e´volution, nous pre´sentons certaines proprie´-
te´s martingales du processus Markovien (Zt)t≥0 qui seront tre`s utiles dans la suite. Nous
e´tudions plus pre´cise´ment la dynamique de < Zt, ft > pour un ensemble de fonctions ft en
identifiant une partie martingale.
Proposition 6.5. Soit f : (x, a, s) 7→ fs(x, a) ∈ Bb(χ˜× R+). Alors, ∀t ∈ R+,
< Zt, ft > =
Nt∑
i=0
ft(ai(t), xi(t))
= < Z0, f0 > +
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zs(dx, da)
[(
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
)
(x, a)
+b(x, a, Y bs )
(∫
χ
fs(x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)
)
− d(x, a, Y ds )fs(x, a)
+ e(x, a, Y es )
(∫
χ
[
fs(x
′
, a)− fs(x, a)
]
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
)
)]
+Mft ,
avec Mft une martingale dont le crochet est donne´ par :
< Mf >t =
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zs(dx, da)
[
b(x, a, Y bs )
∫
χ
f2s (x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)
+ d(x, a, Y ds )f
2
s (x, a) + e(x, a, Y
e
s )
∫
χ
(
fs(x
′
, a)− fs(x, a)
)2
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
)
]
,
et ou` les processus Y bs , Y
e
s et Y
d
s suivent la dynamique diffusive (6.4) ou la dynamique
discre`te (6.5)
De´monstration 6.5. La de´monstration se fait en supposant cette forme, en appliquant
la formule de Itoˆ a` < Zt, ft >
2 et en analysant cette expression avec celle issue de la
de´composition de Doob (unicite´ de la de´composition de Doob). En effet, en e´crivant la
formule de Itoˆ sur < Zt, ft >
2, on de´montre que le processus
< Zt, ft >
2 − < Z0, f0 >2 −
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zs(dx, da)
[(
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
)
(x, a)
−2 < Zs, fs >
(
b(a, x, Y bs )
∫
χ
fs(x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
) + d(x, a, Y ds )fs(x, a)
+e(a, x, Y es )
∫
χ
(
fs(x
′
, a)− fs(x, a)
)
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
)
)]
− < Mf >t
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est une martingale nulle en 0.
En notant LYt le ge´ne´rateur infinite´simal associe´ au processus Markovien Zt donne´ par la
Proposition 6.4, le processus Φ(< Zt, ft >) − Φ(< Z0, f0 >) −
∫ t
0 L
Y
s Φ(< Zs, fs >)ds est
une martingale nulle.
Ainsi, le processus de´fini par :
< Zt, ft >
2 − < Z0, f0 >2 −
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zs(dx, da)
[(
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
)
(x, a)
−b(a, x, Y bs )
∫
χ
(
(< Zs− , fs > +fs(x
′
, 0))2− < Zs− , fs >2
)
kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)
+d(x, a, Y ds )
(
(< Zs− , fs > −fs(x, a))2 − (< Zs− , fs >)2
)
− e(a, x, Y es )
∫
χ
(
(< Zs− , fs > +fs(x
′
, a)− fs(x, a))2 − (< Zs− , fs >)2
)
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
)
]
est une martingale nulle en 0. En identifiant les deux compensateurs de < Zt, ft >
2 per-
mettant d’obtenir la partie martingale, on obtient facilement l’expression voulue.
Cette de´composition de la dynamique de < Zt, ft > avec une partie martingale caracte´rise
le processus d’e´volution de population. Elle sera d’ailleurs tre`s utile pour e´tablir le lien
Micro/Macro.
6.4.5 Distribution moyenne de la population
Afin de de´crire des proprie´te´s de re´gularite´ de ce processus d’e´volution, nous conside´rons
le sce´nario moyen d’e´volution. Nous analysons la distribution moyenne a` un instant t de la
population en aˆge et en traits et nous prouvons l’existence d’une densite´ par rapport a` la
mesure de Lebesgue.
On se place dans le cas ou` les traits n’e´voluent pas dans le temps. La distribution moyenne de
la population a` l’instant t s’exprime par rapport a` une fonction ft(x, a) ou` ft : χ˜×R+ 7→ R.
La densite´ gt(x, a) de la distribution moyenne E(< Zt, ft >) est donne´e par :
E (< Zt, ft >) =
∫
χ˜
ft(x, a)EZt(dx, da) =
∫
χ˜
ft(x, a)gt(x, a)P (dx)da.
On peut calculer E (< Zt, ft >)
E(< Zt, ft >) = < E(Z0, f0 >) +
∫ t
0
ds < E(Zs),
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
>
+
∫ t
0
dsE
(∫
χ˜
b(x, a, Y bs )Zs(dx, da)
∫
χ
fs(x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)
)
−
∫ t
0
dsE
(∫
χ˜
d(x, a, Y bs )Zs(dx, da)fs(x, a)
)
.
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Afin de se de´barrasser du premier terme d’e´volution ∂fs∂a +
∂fs
∂s , on effectue un changement
de variable. On pose pour t ≥ 0,
fs(x, a) = φ(x, a+ t− s).
Cette e´criture permet d’e´crire que ∂fs∂a +
∂fs
∂s = 0 ce qui va simplifier e´norme´ment l’e´quation
pre´ce´dente. En effet, on majore l’expression en enlevant le terme ne´gatif issu de la mortalite´
et on obtient :
E(< Zt, ft >) ≤ < E(Z0, φ(, .+ t) >)
+
∫ t
0
dsE
(∫
χ˜
∫
χ
b(x, a, Y bs )Zs(dx, da)k
b(x, a, x
′
)φ(x
′
, t− s)P (dx′)
)
.
Le premier terme posse`de une densite´ car on a suppose´ que la variable ale´atoire Z0 posse´dait
une densite´. Concernant le deuxie`me terme, on peut effectuer le changement de variable
α = t − s et le the´ore`me de Fubini permet d’intervertir les inte´grales ∫χ˜ et ∫χ. Ainsi, on
obtient
E(< Zt, ft >) ≤ < E(Z0, φ(, .+ t) >)
+
∫ t
0
∫
χ
φ(x
′
, α)E
(∫
χ˜
b(x, a, Y bt−α)Zt−α(dx, da)k
b(x, a, x
′
)
)
P (dx
′
)dα.
Si on pose h(x
′
, α) = E
(∫
χ˜ b(x, a, Y
b
t−α)Zt−α(dx, da)
)
kb(x, a, x
′
), elle correspond a` une
densite´ de probabilite´ jointe. On a donc majore´ notre expression par une expression posse´-
dant une densite´ h, on peut donc en conclure que E(< Zt, ft >) est une variable ale´atoire a`
densite´ gt car elle ne posse`de pas d’atomes. Il est cependant difficile de trouver une expres-
sion pre´cise de cette densite´ g a` cause du terme de mortalite´ pour lequel le changement de
variable ne fonctionne pas.
Remarque 6.10. Une ide´e serait de conside´rer que la densite´ Zs(dx, da)ds peut s’e´crire
sous la forme Zs(dx, da)ds = q(ds)qx(da)qx,a(ds) et on pourrait e´ventuellement trouver une
expression pre´cise de cette densite´ g.
Si on devait interpre´ter la densite´ gt(x
′
, α), elle correspondrait a` la densite´ des individus
a` l’instant t − α des individus d’aˆge a. On peut aussi voir que t − α correspond au temps
de naissance des individus d’aˆge α au temps t. Cette expression permet de remarquer que
l’e´volution dans le futur de la population reste a` densite´ en aˆge et en trait.
Rappelons la me´thode classique pour de´montrer l’existence d’une densite´ lorsque la po-
pulation n’e´tait pas structure´e par aˆge [18]. En supposant que la population n’est pas
structure´e par aˆge et que les intensite´s d’e´volution sont constantes en temps, il est possible
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d’utiliser une autre ide´e. En effet, l’astuce pre´ce´dente permettait de se de´barrasser du terme
∂fs
∂a +
∂fs
∂s mais si la population n’est pas structure´e par aˆge, ce terme disparaˆıt de lui meˆme
en prenant une fonction f indicatrice qui ne de´pend pas du temps.
Supposons que l’ensemble des traits est a` valeur dans Rd et que la distribution Kb posse`de
une densite´ kb par rapport a` la mesure de Lebesgue. Conside´rons un bore´lien A de R+×Rd
de mesure de Lebesgue nulle. Pour tout n ≥ 1, nous conside´rons le temps d’arreˆt τn =
inf{t ≥ 0, < Zt, 1 > ≥ n}. Ainsi, nous pouvons e´crire pour tout t ≥ 0 et pour tout n ≥ 1,
E(< Zt∧τn , 1A >) = E(< Z0, 1A >) + E
∫ t∧τn
0
ds
∫
χ
Zs(dx)b(x, Y
b
s )
∫
χ
1A(x
′
)kb(x, x
′
)P (dx
′
)
−E
∫ t∧τn
0
ds
∫
χ
Zs(dx)d(x, Y
b
s )1A(x).
Le premier terme est nul. Le deuxie`me terme est nul e´tant donne´ que la mesure P est sup-
pose´e eˆtre absolument continue par rapport a` la mesure de Lebesgue. Le troisie`me terme
est ne´gatif. On en de´duit que E(< Zt∧τn , 1A >) est ne´gatif et est donc nul. Or τn tend vers
l’infini lorsque n tend vers l’infini ce qui permet de voir que E(< Zt, 1A >) = 0 sur tout
bore´lien A de mesure nulle. On conclut que la distribution moyenne posse`de une densite´
par rapport a` la mesure de Lebesgue.
Cependant, cette preuve n’est plus valable dans le cadre d’une population structure´e par
aˆge car on ne peut pas conside´rer directement que ∂1A∂a = 0 a` moins d’ajouter ajouter de la
re´gularite´ a` frontie`re des bore´liens A.
Remarque 6.11. Nous avons traite´ le cas ou` les traits n’e´voluaient pas dans le temps.
Cette me´thode du changement de variable ne s’appliquerait pas facilement lorsque les traits
e´voluent. En revanche, la deuxie`me me´thode de S. Me´le´ard et N. Fournier est facilement
adaptable lorsque la population n’est pas structure´e par aˆge. Lorsque la population est struc-
ture´e par aˆge, il faudrait ajouter de la re´gularite´ a` la frontie`re de sorte que ”∂1A∂a = 0”.
6.5 Renormalisation du processus microscopique
Nous abordons le cas des grandes populations pour lequel il existe une approximation
du mode`le microscopique d’e´volution par un mode`le macroscopique. Ce lien Micro/Macro
va permettre de traduire un comportement inte´ressant et pertinent du mode`le a` grande
e´chelle. Cette e´tude d’inspire des travaux de S. Me´le´ard [18] et de la the`se de V.C. Tran
[39].
Tout d’abord, nous renormalisons le processus dans le cadre de grandes populations et
nous transcrivons les proprie´te´s des moments et les proprie´te´s de martingale au processus
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renormalise´. Bien que stochastiques, les intensite´s d’e´volution sont suppose´es borne´es ce qui
assure un controˆle suffisant. Ces proprie´te´s de moments permettent d’e´tudier des compor-
tements limites dans le cadre des grandes populations.
Afin d’e´tudier le processus renormalise´, nous de´finissons aussi MnP (E) comme l’ensemble
des mesures renormalise´es par n qui s’e´crivent de la forme
MnP (E) =
{
1
n
m|m ∈MP (E)
}
.
6.5.1 Definitions et proprie´te´s mathe´matiques
Nous conside´rons dans cette partie que le nombre d’individus est proportionnel a` n et
que chaque individu est renormalise´ par un poids 1n . Nous supposons que les intensite´s
d’e´volution ne sont pas modifie´es par la renormalisation. En effet, ces de´veloppements sont
destine´s a` l’e´volution d’une population d’individus et non l’e´volution d’espe`ces biologiques
e´ventuellement bacte´riennes. Il n’y a donc pas de raisons re´elles de penser que les intensite´s
de natalite´ et de mortalite´ changent d’e´chelle par renormalisation comme cela e´tait e´ven-
tuellement le cas dans d’autres e´tudes [18].
Supposons que Zn0 =
1
n
∑Nn0
i=1 δai(0),xi(0) converge vers Z0(dx, da) ∈ MP (χ˜) admettant une
densite´ m0(x, a) par rapport a` la mesure de re´fe´rence P (dx)× da sur χ˜.
Tout d’abord, nous rappelons les proprie´te´s de moments et la proprie´te´ de martingale
obtenus avec ces nouveaux processus renormalise´s. Les preuves sont des ge´ne´ralisations
directes des preuves pre´ce´dentes. Ces deux proprie´te´s permettent d’e´tudier les phe´nome`nes
de convergence de la suite (Zn)n∈N et de conside´rer des comportements limites.
Proposition 6.6. Conside´rons la suite (Zn)n∈N de´finie pre´ce´demment. Supposons qu’il
existe p ≥ 1 tel que sup
n∈N∗
E(< Zn0 , 1 >
p) < +∞, alors pour tout 0 < T <∞ :
sup
n∈N∗
E
(
sup
t∈[0,T ]
< Znt , 1 >
p
)
< +∞.
De´monstration 6.6. La de´monstration se de´duit imme´diatement de la proprie´te´ de mo-
ment pour le processus non renormalise´. Il faudra seulement conside´rer le temps d’arreˆt
renormalise´ τnN = inf{t ≥ 0, < Znt , 1 >≥ N} a` la place de τN . En effet, le fait de prendre
un sup en n vient naturellement du fait qu’on obtient la meˆme constante de majoration
C(p, T ) qui ne de´pend ni de N ni de n puisque les intensite´s d’e´volution sont suppose´es
inchange´es par changement d’e´chelle.
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Concernant la proprie´te´ de martingale du processus d’e´volution, nous caracte´risons aussi
la dynamique de < Znt , ft > de la manie`re suivante :
Proposition 6.7. Soit f : (x, a, s) 7→ fs(x, a) ∈ Bb(χ˜× R+). Alors, ∀t ∈ R+,
< Znt , ft > =
Nt∑
i=0
ft(ai(t), xi(t))
= < Zn0 , f0 > +
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zns (dx, da)
[(
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
)
(x, a)
+b(x, a, Y bs )
(∫
χ
fs(x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)
)
− d(x, a, Y ds )fs(x, a)
+ e(x, a, Y es )
(∫
χ
(fs(x
′
, a)− fs(x, a))ke(x, a, x′)P (dx′)
)]
+Mn,ft ,
avec Mn,ft une martingale de carre´ inte´grable issu de 0 et dont le crochet est donne´ par :
< Mn,f >t =
1
n
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zns (dx, da)
[
b(x, a, Y bs )
∫
χ
f2s (x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
) (6.14)
+d(x, a, Y ds )f
2
s (x, a) + e(x, a, Y
e
s )
∫
χ
(fs(x
′
, a)− fs(x, a))2ke(x, a, x′)P (dx′)
]
,
et ou` les processus Y bs , Y
e
s et Y
d
s suivent la dynamique diffusive (6.4) ou la dynamique
discre`te (6.5).
De´monstration 6.7. Cette relation se prouve exactement de la meˆme manie`re que la pro-
prie´te´ de martingale du processus Zt non renormalise´. On remarque que la renormalisation
du processus Z en Zn pourrait aussi s’interpre´ter en une renormalisation de la fonction f
par la fonction fn .
6.5.2 E´tude du processus limite pour les grandes populations
Nous passons a` l’e´tude des comportements limites en grandes populations. Nous allons
voir que ces comportements limites permettent de prouver la convergence de cette suite de
processus (Zn) et que le processus limite ζ va suivre presque suˆrement une e´quation aux
de´rive´es partielles stochastique qui ge´ne´ralisera l’e´quation (6.1) aux de´rive´es partielles de
McKendrick-Von Foerster.
Nous prouvons l’existence de solutions faibles mesures pour l’e´quation aux de´rive´es partielles
ainsi qu’une unicite´ de la solution faible. Pour l’e´tude qui suit, nous effectuons les hypothe`ses
suivantes :
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Hypothe`ses 6.1. Nous supposons que le processus (Zn0 )n∈N∗ ∈ MF (χ˜) converge en loi
dans (MF (χ˜), e´) vers une mesure ζ0 ∈MF (χ˜) e´ventuellement ale´atoire.
Nous supposons aussi la condition sur les moments avec le fait qu’il existe η ∈]0, 1[ tel que :
sup
n∈N∗
E
(
< Zn0 , 1 >
2+η
)
<∞.
Proposition 6.8. Soit f : (x, a) 7→ f(x, a) ∈ Bb(χ˜). Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes,
la suite (Zn) de´finie pre´ce´demment converge en loi lorsque n tend vers l’infini vers un
processus ζt. Avec une probabilite´ e´gale a` 1, < ζt, ft > ve´rifie pour tout t ∈ R+ :
< ζt, ft > =
∫
χ˜
ft(x, a)m0(x, a)dadx+
∫ t
0
ds
∫
χ˜
ζs(dx, da)
[(
∂f
∂a
+
∂f
∂s
)
(x, a)
+ b(x, a, Y bs )
∫
χ
fs(x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)− d(x, a, Y ds )fs(x, a)
+ e(x, a, Y es )
∫
χ
(
fs(x
′
, a)− fs(x, a)
)
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
), (6.15)
ou` les facteurs Y b, Y d et Y e ve´rifient les dynamiques discre`tes (6.5) ou continues (6.4).
La de´monstration repose sur un phe´nome`ne de tension et utilise plusieurs notions impor-
tantes comme le crite`re d’Aldous [1], le crite`re de Rebolledo [24] et le crite`re de Me´le´ard-
Roelly [32]. Ces travaux sont introduits dans l’article de S.Me´le´ard et N. Fournier [18] et la
the`se de V.C. Tran [39] et nous adaptons leur de´marche a` notre cadre d’e´volution.
De´monstration 6.8. Nous rappelons les e´tapes de la de´monstration avant de les de´tailler
point par point. Afin de de´montrer l’existence de la solution, nous cherchons a` de´montrer
qu’il existe une valeur d’adhe´rence de la suite Zn et qui ve´rifie l’e´quation (6.15). A` la dernie`re
e´tape nous de´montrerons l’unicite´ de la solution a` (6.15) ce qui prouvera la convergence de
la suite. Nous allons adopter le sche´ma de de´monstration suivant :
1. On de´montre d’abord la tension de la suite Zn lorsque MF (χ˜) est munie de la topo-
logie vague. Pour cela, il faut utiliser le crite`re de Aldous [1] et Rebolledo [24] et il
suffit de de´montrer la tension de la partie martingale et de la partie a` variation finie
de < Xn, f > et de de´montrer que :
sup
n
E
(
sup
t∈[0,T ]
| < Zns , f > |
)
<∞.
Ainsi, on de´montre que (Zn) converge vers un processus Z dans D([0, T ],MF (χ˜)) ou`
MF (χ˜) est muni de la topologie vague.
2. Pour e´tendre cette convergence a` la topologie faible, il faut utiliser un crite`re prouve´
par S. Me´le´ard et S. Roelly [32] : il suffit de de´montrer que la suite < Zn, 1 > converge
vers < Z, 1 >. On de´montrera que le processus limite Z est continu par construction.
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3. On identifie le processus limite Z et on prouve qu’il est l’unique solution de l’e´quation
(6.15). On de´montre que la partie martingale converge vers 0 et qu’il ne reste plus que
la partie a` variation finie. Dans le cadre e´tudie´ par Chi, la mesure ponctuelle ζt e´tait
de´terministe. Ici, la partie martingale tend aussi vers 0 mais la mesure limite n’est
pas de´terministe puisque la partie a` variation finie n’est pas de´terministe. En effet,
les intensite´s de mortalite´ et natalite´ de´pendent de facteurs Y dt et Y
b
t et la partie a`
variation finie est stochastique.
4. Enfin, on de´montre qu’il l’unicite´ de la solution a` l’e´quation (6.15).
A` pre´sent, on rentre dans les de´tails afin de bien comprendre la de´monstration point par
point.
Afin de de´montrer l’existence de la solution, on va montrer qu’il existe une valeur d’adhe´-
rence continue de la suite (Zn)n∈N qui ve´rifie l’e´quation (6.15).
1. On commence par e´tablir la tension des lois de (Zn)n∈N conside´re´es comme des me-
sures de probabilite´ sur D(R+, (MF (χ˜), v)) en munissant MF (χ˜) de la topologie de
la convergence vague.
L’ide´e est d’utiliser le crite`re de Roelly [32] (The´ore`me 2.1) qui dit qu’il est suffisant
de prouver que pour toute fonction f : (x, a) 7→ f(x, a) appartenant a` un ensemble
dense de l’espace C0(χ˜,R) des applications continues de limite 0 lorsque |a| → +∞,
la suite Zn,f =< Zn, f > est tendue sur D(R+,R). On conside`re une fonction f ∈
C0(χ˜,R) ∩ C0,1b (χ˜,R) qui est dense sur C0(χ˜,R). Rappelons que la partie martingale
Mn,ft a de´ja` e´te´ de´finie et que la partie a` variation finie V
n,f
t se de´duit facilement par :
V n,ft = Z
n,f
t −Mn,ft = Zn,f0 +
∫ t
0
ds
∫
χ˜
Zns (dx, da)
[
∂f
∂a
(x, a) (6.16)
+ b(x, a, Y bs )
∫
χ
f(x
′
, 0)kb(x, a, x
′
)P (dx
′
)d(x, a, Y ds )f(x, a)
+ e(x, a, Y es )
∫
χ
(
f(x
′
, a)− f(x, a)
)
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
)
]
.
En utilisant le crite`re d’Aldous [1] et Rebolledo [24], il suffit de montrer les proprie´te´s
suivantes :
• Soit T dense dans R+, pour tout t appartenant a` T , les lois de (< Mn,f >t)n ∈ N∗
et (< Mn,f >t)n ∈ N∗ sont tendues sur R.
• ∀T ≥ 0, ∀ > 0, ∀η > 0, ∀δ > 0, ∀n0 ∈ N,
sup
n≥n0
P(| < Mn,f >Tn − < Mn,f >Sn | ≥ η, Tn < Sn + δ) ≤ 
et sup
n≥n0
P(| < V n,f >Tn − < V n,f >Sn | ≥ η, Tn < Sn + δ) ≤ 
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, pour toute suite de couples de temps d’arreˆt (Sn, Tn) de la filtration (Ft)t∈R+ tels
que Sn ≤ Tn ≤ T .
Pour de´montrer le premier point, il suffit de prouver que :
∀T > 0, sup
n∈N∗
E( sup
t∈[0,T ]
| < Mn,f >t |) < +∞ et sup
n∈N∗
E( sup
t∈[0,T ]
| < V n,f >t |) < +∞.
Avec l’expression (6.15) du crochet de Mn,f , on a
sup
n∈N∗
E( sup
t∈[0,T ]
| < Mn,f >t |) ≤ ||f ||2∞T (b¯+ d¯+ 2e¯) sup
n∈N∗
(
1
n
E( sup
t∈[0,T ]
< Znt , 1 >)
)
,
qui est fini graˆce aux proprie´te´s de moments. De meˆme, on peut e´crire :
sup
n∈N∗
E( sup
t∈[0,T ]
| < V n,f >t |) ≤ T
(
||∂f
∂a
||∞ + ||f ||∞(b¯+ d¯+ 2e¯)
)
sup
n∈N∗
E
(
sup
t∈[0,T ]
< Znt , 1 >
)
,
qui est lui meˆme fini par les meˆmes arguments ce qui ache`ve la de´monstration du
premier point.
Afin de prouver le deuxie`me point, on fixe T ≥ 0,  > 0, η > 0 et on conside`re un
couple de temps d’arreˆt Sn et Tn tels que 0 ≤ Sn ≤ Tn ≤ T . On cherche δ et un rang
n0 tel que Tn ≤ Sn + δ et que le deuxie`me point soit satisfait. On peut e´crire pour le
crochet de la partie martingale
E(| < Mn,f >Tn − < Mn,f >Sn |) ≤ E
(
1
n
∫ Tn
Sn
||f ||2∞
(
b¯+ d¯+ 2e¯
)
< Zns , 1 > ds
)
≤ C||f ||
2∞δ
n
E
(
sup
t∈[0,T ]
(< Znt , 1 >)
)
≤ C(T )δ
n
et la partie a` variation finie
E(| < V n,f >Tn − < V n,f >Sn |) ≤ δ
(
||∂f
∂a
||∞ + ||f ||∞
(
b¯+ d¯+ 2e¯
))
sup
n∈N∗
E
(
sup
t∈[0,T ]
< Znt , 1 >
)
.
Il est donc facile de voir qu’il est possible de trouver δ et n0 qui permet de satisfaire
le deuxie`me point.
Remarquons qu’on a prouve´ la tension de la suite < Zn, f > dans D(R+,R). Par
le meˆme type d’arguments, on prouve aussi que la suite < Zn, 1 > est tendue dans
D(R+,R).
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2. Maintenant que la tension en topologie vague est de´montre´e, on cherche a` prou-
ver une tension sous la topologie e´troite. Pour cela, on utilise le the´ore`me de Pro-
khorov qui permet d’extraire de (Zn)n∈N une sous suite convergente en loi dans
D(R+, (MF (χ˜), v)). On note (ZΦ(n))n∈N∗ cette sous suite et Z un processus de loi la
loi limite. Ayant aussi prouve´ la tension de la suite < Zn, 1 >n∈N∗ , quitte a` extraire
de nouveau, on peut supposer que < ZΦ(n), 1 >n∈N∗ converge en loi vers < Z, 1 >
dans D(R+,R). Comme par construction,
sup
t∈R+
sup
f∈C0,1b (χ˜,R)
| < ZΦ(n)t , f > − < ZΦ(n)t− , f > | ≤
C||f ||∞
Φ(n)
,P− presque suˆrement,
le processus limite Z est presque suˆrement continu, on peut utiliser le The´ore`me 3 de
S. Me´le´ard et S. Roelly [32] qui prouve que la sous suite (ZΦ(n))n∈N∗ converge e´gale-
ment en loi dans D(R+, (MF (χ˜), e´)). Ainsi, on a prouve´ la tension en topologie e´troite.
3. Il faut maintenant identifier cette valeur d’adhe´rence en prouvant qu’elle satisfait
l’expression (6.15), il faut de´montrer que la partie martingale disparaˆıt. On conside`re
f : (x, a, t) 7→ ft(x, a) dans C0,1,1b (χ˜) et il faut de´montrer que la quantite´ suivante est
nulle presque suˆrement.
Ψt(Z) = < Zt, ft > − < Z0, f0 > −
∫ t
0
∫
χ˜
Zs(dx, da)ds
[(
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
)
(x, a)
+b(x, a, Y bs )
∫
χ
fs(x
′
, 0)Kb(x, a, dx
′
)− d(x, a, Y ds )fs(x, a)
+ e(x, a, Y es )
∫
χ
(
fs(x
′
, a)− fs(x′ , a)
)
Ke(x, a, dx
′
)
]
.
Soit T ∈ R, afin de de´montrer que P
(
sup
s∈[0,T ]
|Ψt(Z)| 6= 0
)
= 0, on va de´montrer que
E
(
sup
s∈[0,T ]
Ψt(Z)
)
= 0. Comme le processus M
f,Φ(n)
t = Ψt(Z
Φ(n)) est une martingale
de crochet connu, on peut e´crire :
E(|Mf,Φ(n)t |)2 ≤ E(|Mf,Φ(n)t |2) = E
(
< M
f,Φ(n)
t >
)
≤ tC
Φ(n)
E
(
sup
s∈[0,t]
< ZΦ(n)s , 1 >
)
.
Comme E
(
sup
s∈[0,t]
< Z
Φ(n)
s , 1 >
)
est majore´ uniforme´ment en n, on en de´duit en uti-
lisant l’ine´galite´ de Doob que :
∀t ∈ R+, lim
n→+∞E
(
sup
t∈[0,T ]
|Mf,Φ(n)t |
)
≤ 4 lim
n→+∞E
(
|Mf,Φ(n)T |
)
= 0.
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Ainsi, pour montrer que ∀t ∈ R+, Ψt(Z) = 0 P− p.s. , il suffit de prouver que
lim
n→+∞E
(
sup
t∈[0,T ]
|Mf,Φ(n)t |
)
= E
(
sup
t∈[0,T ]
Ψt(Z)
)
.
Par conse´quent, il faut prouver une proprie´te´ d’uniforme inte´grabilite´ de la variable
sup
t∈[0,T ]
Ψt(Z
Φ(n)) pour pouvoir prendre la limite sous l’espe´rance. Pour cela, en uti-
lisant que sup
t∈[0,T ]
Ψt est continue et que f est continue borne´e a` de´rive´es continues
borne´es, on majore la fonction sup
t∈[0,T ]
Φt(z). Ainsi, pour tout T ∈ R+ et pout tout
z ∈ D(R+, (MF (χ˜)), on a
sup
t∈[0,T ]
|Ψt(z)| ≤ C(T, f) sup
s∈[0,T ]
(< zs, 1 >) := ΘT (z).
Par la proprie´te´ des moments, ΘT (Z
Φ(n)) est uniforme´ment inte´grable (Proposition
2.2, p.494 de [16]) alors il en est de meˆme pour sup
t∈[0,T ]
Ψt(Z
Φ(n)) ce qui prouve le re´-
sultat. Ainsi, la valeur d’adhe´rence ve´rifie bien cette e´quation.
4. La dernie`re e´tape consiste a` de´montrer l’unicite´ de la solution. Supposons qu’il existe
deux solutions ζ1t et ζ
2
t de (6.15) issues de ζ0 et tels que P− presque suˆrement, on a :
∀t ∈ R+, ζ1t (dx, da) = ζ2t (dx, da).
Tout d’abord, on peut remarquer les solution de (6.15) sont toutes presque suˆrement
continues (au sens L1 faible) et restent de masse finie en temps fini :
∀t ≥ 0, < ζt, 1 > = < ζ0, 1 > +
∫ t
0
ds
∫
χ˜
ζs(dx, da)[b(x, a, Y
b
s )− d(x, a, Y ds )]
≤ < ζ0, 1 > +
∫ t
0
b¯ < ζs, 1 > ds
≤ < ζ0, 1 > exp(b¯t) < +∞ P− p.s.
En conside´rant une fonction Φ ∈ C0,1b (χ˜) telle que ||Φ||∞ ≤ 1, on peut de´finir une
fonction f ∈ C0,1b (χ˜× R) telle que f(x, a, s) = Φ(x, a+ t− s).
On peut e´crire pour i ∈ {1, 2}, P− presque suˆrement, et pour tout t ∈ [0, T ] :
< ζit ,Φ > =
∫
χ˜
Φ(x, a+ t)ζi0(dx, da)
+
∫ t
0
ds
∫
χ˜
ζis(dx, da)
[
b(x, a, Y bs )
∫
χ
Φ(x
′
, t− s)Kb(x, a, dx′)
−d(x, a, Y ds )Φ(x, a+ t− s)
+e(x, a, Y es )
∫
χ
(
Φ(x
′
, a+ t− s)− Φ(x, a+ t− s)
)
Ke(x, a, dx
′
).
]
.
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La norme en variation totale sur l’espace MF (χ˜) est de´finie pour µ et ν par :
||µ− ν||TV = sup{| < µ, f > − < ν, f > |, f ∈ Bb(χ˜), ||f ||∞ ≤ 1}
et V.C. Tran a de´montre´ dans [39] que :
||µ− ν||TV = sup{| < µ, f > − < ν, f > |, f ∈ Cb(χ˜,R), ||f ||∞ ≤ 1}.
Ainsi, P− presque suˆrement, pour tout t ∈ [0, T ], on a alors :
| < ζ1t − ζ2t ,Φ > | ≤
∫ t
0
ds
∣∣∣∣∫
χ˜
(ζ1s (dx, da)− ζ2s (dx, da))
[
d(x, a, Y ds )Φ(x, a+ t− s)
+ +b(x, a, Y bs )
∫
χ
Φ(x
′
, t− s)kb(x, a, x′)P (dx′)
+ + e(x, a, Y es )
∫
χ
(
Φ(x
′
, a+ t− s)− Φ(x, a+ t− s)
)
ke(x, a, x
′
)P (dx
′
)
]∣∣∣∣
≤ (b¯+ d¯+ 2e¯)
∫ t
0
||ζ1s − ζ2s ||TV ds.
Ainsi, en prenant le sup en Φ dans le membre de gauche, en remarquant que tout
fonction Φ ∈ Cb(χ˜) est limite simple borne´e d’une suite de fonctions de C0,1b (χ˜), on
prouve que P− presque suˆrement
∀t ∈ [0, T ], ||ζ1t − ζ2t ||TV ≤ (b¯+ d¯)
∫ t
0
||ζ1s − ζ2s ||TV ds.
Le lemme de Gronwall assure que ||ζ1t − ζ2t ||TV = 0. Le temps T e´tant arbitraire, les
mesures ζ1 et ζ2 co¨ıncident P− presque suˆrement.
Remarque 6.12. On peut noter le fait qu’en l’absence de facteurs dans les intensite´s
d’e´volution, la mesure limite e´tait de´terministe. Ici, la pre´sence des facteurs permet d’avoir
un processus mesure limite ζ qui ve´rifie une relation presque suˆrement.
6.5.3 Approximation par un mode`le macroscopique ale´atoire
Nous avons vu que le processus limite ζt e´tait caracte´rise´ comme e´tant l’unique solution de
l’e´quation (6.15). Nous allons analyser la forme faible de cette e´quation ce qui nous fournira
l’e´quation aux de´rive´es partielles stochastique ve´rifie´e presque suˆrement par la densite´ de
cette mesure. Comme dans le cadre du processus de naissance et mort, il est possible de
de´finir g(ω, x, a, t) la densite´ ”ale´atoire” de la mesure ponctuelle ζt.
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Proposition 6.9. La densite´ g(ω, a, x, t) du processus ζt est presque suˆrement l’unique
solution au sens classique (avec les proprie´te´s de re´gularite´ suffisantes) du syste`me suivant :(
∂g
∂t
+
∂g
∂a
)
(ω, x, a, t) = −
[
d
(
x, a, Y dt (ω)
)
+ e (x, a, Y et (ω))
]
g(ω, x, a, t)
+
∫
χ
e(x
′
, a, Y et )k
e(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)P (dx
′
)
g(ω, x, 0, t) =
∫
χ˜
b
(
x
′
, a, Y bt (ω)
)
kb(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)P (dx
′
)da
g(ω, x, a, 0) = g0(ω, x, a), (6.17)
avec les facteurs Y b, Y d et Y e les solutions fortes uniques de leur e´quation de diffusion de
type (6.4)
De´monstration 6.9. Puisque le processus ζt est solution presque suˆre de l’e´quation (6.15),
on en de´duit que g est presque suˆrement la solution faible du syste`me d’e´quations (6.17). On
cherche a` passer d’une solution faible a` une solution au sens classique. Afin de prouver que
g(ω, a, x, t) n’est pas seulement une solution faible mais aussi une solution au sens standard,
on a besoin de re´gularite´ sur la fonction g ce qui n’est pas simple a` prouver directement.
On rappelle que les parame`tres µ et σ, de´crivant la dynamique des facteurs des intensite´s
d’e´volution, sont donne´s de manie`re a` assurer l’unicite´ forte de la dynamique de ces facteurs
(caracte`re lipschitzien dans le cas d’une dynamique continue). Ainsi, on fixe une trajectoire
des intensite´s d’e´volution et l’e´quation (6.17) correspond a` la ge´ne´ralisation de l’e´quation
de McKendrick-Von Foerster par aˆge et par traits, avec les traits e´voluant dans le temps.
Il a e´te´ de´montre´ par Perthame [34] que sous certaines hypothe`ses, qui sont largement
remplies dans ce cadre, cette e´quation posse´dait une unique solution au sens classique avec
les proprie´te´s de re´gularite´ suffisantes. On en de´duit que g est l’unique solution du syste`me
pre´ce´dent au sens classique.
Cette e´quation permet de comprendre comment la population e´volue dans le temps. Tout
d’abord, il existe de nombreux points communs avec l’e´quation de McKendrick-Von Foers-
ter classique. La population diminue a` cause des de´ce`s des individus apparaissant dans le
temps au travers du terme −d (x, a, Y dt (ω)) g(ω, x, a, t).
La condition aux bord g(ω, x, 0, t) =
∫
χ˜ b
(
x
′
, a, Y bt (ω)
)
kb(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)P (dx
′
)da
(a` l’aˆge nul) caracte´rise la naissance des individus et est assez complexe puisqu’a` une date
donne´e, les naissances de´pendent de toute la structure de la population.
Cependant, cette e´quation ge´ne´ralise l’e´quation (6.1) de McKendrick-Von Foerster par deux
aspects. D’une part, la pre´sence d’une e´volution de traits justifie la pre´sence du terme ne´ga-
tif −e (x, a, Y et (ω)) g(ω, x, a, t) et du terme positif
∫
χ e(x
′
, a, Y et )k
e(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)dx
′
.
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Le premier terme retire des individus et le deuxie`me terme remplace ces individus par de
nouveaux individus dont les traits sont tire´s dans la distribution ke. A` un instant donne´ et
a` un aˆge donne´, la densite´ sur un trait x va donc de´pendre de la densite´ sur tous les autres
traits ce qui complexifie l’e´quation d’e´volution.
D’autre part, l’e´quation aux de´rive´es partielles est stochastique du fait de la pre´sence des
facteurs ale´atoires dans la dynamique des intensite´s d’e´volution. Elle permet de tenir compte
de l’e´volution des intensite´s d’e´volution dans le temps et de leur ale´a.
Remarque 6.13. Dans le cas ou` il n’y a pas d’e´volution des traits dans le temps, la densite´
g(ω, a, x, t) est presque suˆrement l’unique solution au sens classique du syste`me suivant :(
∂g
∂t
+
∂g
∂a
)
(ω, x, a, t) = −d
(
x, a, Y dt (ω)
)
g(ω, x, a, t)
g(ω, x, 0, t) =
∫
χ˜
b
(
x
′
, a, Y bt (ω)
)
kb(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)P (dx
′
)da
g(ω, x, a, 0) = g0(ω, x, a).
Cette e´quation est une ge´ne´ralisation ale´atoire de l’e´quation (6.1) de McKendrick-Von
Foerster dont on sait qu’elle posse`de une unique solution [39, 34].
Remarque 6.14. Nous aurions pu facilement tenir compte d’une e´ventuelle interaction
dans le mode`le [39], mais nous n’avons pas juge´ que cela soit pertinent dans la mesure ou`
la compe´tition au sein d’espe`ce humaine est difficile a` mode´liser pre´cise´ment. Si nous en
avions tenu compte, nous aurions obtenu une ge´ne´ralisation de l’e´quation logistique de type
Gurtin-McCamy dite non line´aire et qui est donc plus difficile a` traiter que cette e´quation
qui est line´aire.
6.5.4 Interpre´tation de l’e´quation aux de´rive´es partielles stochastique
La densite´ du processus limite est solution presque suˆre d’une e´quation aux de´rive´es par-
tielles stochastique. Cette e´quation ge´ne´ralise l’e´quation (6.1) de McKendrick-Von Foerster
qui est classique en dynamique de population ce qui confirme le fait que le mode`le posse`de
un comportement macroscopique cohe´rent en ge´ne´ralisant ces mode`les macroscopiques clas-
siques. En effet, en utilisant le mode`le microscopique, on cherche ge´ne´ralement a` fournir
des informations macroscopiques sur la structure de la population. Ce re´sultat assure que
le mode`le e´tablit une lien micro/macro pertinent et que les informations macroscopiques
seront inte´ressantes a` e´tudier.
Le fait d’avoir une e´quation macroscopique stochastique confirme le caracte`re doublement
ale´atoire de cette mode´lisation. On sait qu’un mode`le microscopique est ale´atoire par nature
mais ge´ne´ralement, lorsqu’on passe aux approximations macroscopiques, son comportement
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devient ge´ne´ralement de´terministe [39]. Ici, le comportement macroscopique reste ale´atoire
et il faudra e´tudier l’impact de cet ale´a dans l’e´tude pratique d’une dynamique de po-
pulation. Cette e´quation aux de´rive´es partielles stochastique e´tant complexe, il est plus
commode d’utiliser une simulation du mode`le a` l’e´chelle microscopique meˆme dans le cadre
d’une population tre`s grande.
Dans le cas ou` la population est simplement structure´e en ne conside´rant pas la pre´sence
des facteurs exoge`nes, cette e´quation macroscopique se rame`ne a` l’e´quation de McKendrick
Von Foerster : (
∂g
∂t
+
∂g
∂a
)
(a, t) = −d(a)g(a, t)
g(0, t) =
∫
χ˜
b(a)g(a, t)da
g(a, 0) = g0(a). (6.18)
L’e´tude d’une solution d’e´quilibre est assez classique [43] et revient a` chercher une solution
stationnaire g(a). L’e´tude de l’e´quation fournit la solution :
g(a) = g(0)e−
∫ a
0 d(α) dα.
En injectant la solution dans la condition au bord en aˆge nul, on obtient :
g(0) = g(0)
∫ +∞
0
b(a)e−
∫ a
0 d(α) dαda.
Ainsi, la condition de l’existence d’un e´quilibre stable dans ce cas s’e´crit :
R0 =
∫ +∞
0
b(a)e−
∫ a
0 d(α) dαda = 1.
La variable R0 est appele´ taux de reproduction net. Il est possible de voir que si R0 < 1, il y
a extinction exponentielle et que si R0 > 1, il y a explosion exponentielle [43]. On s’inte´resse
a` l’e´tude d’un e´quilibre dans le cas ge´ne´ral de notre mode`le en e´tendant la notion de taux
de reproduction net.
6.5.5 Taux de reproduction net
Le taux de reproduction net R0 correspond au nombre moyen d’enfants au cours de sa vie.
Cette notion caracte´rise le comportement d’e´volution ge´ne´rationnelle de la population. En
effet, il faut qu’un individu ait en moyenne plus d’un enfant au cours de sa vie afin d’assurer
le renouvellement des ge´ne´rations. On calcule ce taux R0 pour une population asexue´e
structure´e par aˆge uniquement et pour laquelle les intensite´s d’e´volution ne de´pendent pas
du temps. L’expression classique du taux R0 est donne´e par :
R0 =
∫ +∞
0
b(a)e−
∫ a
0 d(α) dαda.
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Ce taux de reproduction correspond a` l’inte´grale du taux de naissance ponde´re´e par la
probabilite´ de survivre jusqu’a` l’aˆge a. La position de R0 par rapport a` 1 va de´terminer
l’e´volution future de la population. En effet, si R0 < 1, le seul e´quilibre stable est l’extinction
de la population. Si R0 = 1, on est dans le cas ou` la population converge vers un e´quilibre.
Enfin, si R0 > 1, on peut montrer qu’il existe un unique e´quilibre ”asymptotiquement
exponentiellement stable” [43] et sa densite´ asymptotique par aˆge g(a) est donne´e par :
g(a) =
λeλapi(0, a)
η
∫∞
0 e
−λαpi(0, α)dα
,
ou` pi(a1, a2) = S0(0, a1, a1 + a2) correspond a` la probabilite´ qu’un individu d’aˆge a1 vive
jusque l’aˆge a2 (voir Section 6.3.4) et ou` λ est choisi tel que 1 =
∫∞
0 e
−λab(a)pi(0, a)da.
Dans ce cadre, on de´finit plus ge´ne´ralement un taux de reproduction net Rt0(x, a) comme
le nombre moyen d’enfants qu’un individu d’aˆge a et de trait x a` la date t0 aura au cours
de sa vie. Cette notion permet de ge´ne´raliser la notion standard de taux de reproduction
net en tenant compte de l’impact des traits et du temps. En effet, les individus sont aussi
caracte´rise´s par des traits qui peuvent e´voluer dans le temps et les intensite´s d’e´volution
de´pendent de facteurs. Dans ce cadre, on sugge`re la de´finition suivante du taux Rt0(x, a) :
X˜t(x, a) = (X
x,a
t , A
x,a
t ),
Rt0(X
x,a
t0
, Ax,at0 ) = E
(∫ +∞
t0
b(Xx,at , A
x,a
t , Y
b
t )e
− ∫ tt0 d(Xx,au ,Ax,au ,Y du )dudt
∣∣∣∣Ft0) ,
ou` le processus markovien X˜x,at de´crit l’e´volution dans le temps de l’aˆge et des traits d’un
individu d’aˆge a et de trait x en date 0. Le processus Xx,at est chaˆıne de Markov inhomoge`ne
en temps de´crivant l’e´volution des caracte´ristiques a` l’aide de l’intensite´ e de changement
de trait. Ainsi, pour l’e´tude d’e´volution d’une population structure´e par aˆge et par traits,
on pourra e´tudier ce nouveau taux de reproduction net et analyser sa position par rapport
a` 1.
6.6 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre un mode`le microscopique de dynamique de po-
pulation qui est adapte´ a` l’e´tude d’une population humaine. En effet, il tient compte de
nombreux phe´nome`nes d’e´volution (naissance, de´ce`s, e´volution des traits, e´migration, immi-
gration) et permet de conside´rer des intensite´s d’e´volution assez ge´ne´rales pouvant de´pendre
de facteurs ale´atoires dans le temps. Nous avons de´crit une me´thode de simulation inte´res-
sante de ce mode`le permettant de de´duire des sce´narios d’e´volution.
De plus, nous avons e´tudie´ le mode`le dans le cadre d’une grande population. Nous avons
e´tabli un lien micro/macro qui souligne le fait que le comportement du mode`le a` l’e´chelle
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macroscopique est pertinent. Le mode`le peut eˆtre approxime´ par un mode`le macroscopique
ale´atoire qui ge´ne´ralise le mode`le classique de McKendrick-Von Foerster et le mode`le de
Perthame par aˆge et par traits [34].
Nous verrons dans les deux chapitres suivants les applications pratiques de ce mode`le de
dynamique de populations dans des sujets varie´s. Dans le chapitre 7, nous aborderons les
projections de´mographiques de la population franc¸aise dans le futur ainsi que l’e´tude du
proble`me des retraites. Dans le chapitre 8, nous e´tudierons l’aspect financier du risque
de longe´vite´ dans le domaine de l’assurance-vie. Nous verrons que ce mode`le fournit des
sce´narios pertinents dont l’analyse permet de recueillir des informations inte´ressantes.
6.7 Annexes
Annexe A : Renormalisation pour la simulation d’un processus
On conside`re un e´ve´nement se produisant dans a` des temps poissonniens au taux λ(s) a`
la date s. Cela revient a` e´tudier la simulation de :∫ t
0
∫
R+
1θ≤λ(s)Q(ds, dθ)
ou` Q(ds, dθ) est une mesure de Poisson sur R+ × R+ d’intensite´ dsdθ. On suppose un
caracte`re borne´ du taux a` savoir que pour tout s, λ(s) ≤ λ¯. Il est possible de conside´rer
le ”Thinning” du processus de Poisson associe´ a` cette contrainte s’e´crivant Q
′
(ds, dθ) =
1λ(s)≤λ¯Q(ds, dθ) sur R+ × [0, λ¯] dont l’intensite´ peut s’e´crire λ¯dsdθ/λ¯.∫ t
0
∫
R+
1θ≤λ(s)Q
′
(ds, dθ)
La simulation de ce processus revient a` simuler une variable exponentielle E de parame`tre
λ¯ de´terminant le temps d’occurrence et de simuler une variable uniforme U sur [0, 1] repre´-
sentant dθ/λ¯. Si U < λ(s)/λ¯ il y a effectivement occurrence de l’e´ve´nement sinon il ne se
passe rien.
Annexe B : E´tude d’une population structure´e par aˆge uniquement
Se restreindre au cas d’une population uniquement structure´e par aˆge permet de simpli-
fier l’ensemble des re´sultats et permet de retrouver des re´sultats plus classiques. Cette e´tude
sera tre`s utile en pratique (dans le domaine de la de´mographie) dans la mesure ou` il est
rare d’avoir des informations pre´cises sur les traits d’une population et sur la distribution
des traits a` la naissance. De plus, les e´tudes classiques en de´mographie conside`rent un taux
de mortalite´ et un taux de naissance de´pendant uniquement de l’aˆge et du temps. Il n’y a
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plus d’e´volution de traits dans ce cadre.
La de´finition du processus d’e´volution de population est plus simple et plus intuitif. Nous
rappelons certains re´sultats de´ja` expose´s dans le cas ge´ne´ral et nous ajoutons quelques
commentaires. Nous rede´finissons le processus d’e´volution comme suit :
Zt =
N0∑
i=0
δ(Ai(Z0)(t,0,Ai(Z0)))
+
∫ t
0
∫
χ˜
1i≤Ns− [δt−s10≤θ<m1(s,Zs− ,i)
−δAi(Zs− )+t−s1m1(s,Zs− ,i)≤θ<m2(s,Zs− ,i)]Q(ds, di, dθ),
ou` Ai(Zs−) correspond a` l’aˆge d’un individu i de la population a` la date s et ou`
m1(s, Zs− , i) = b
(
Ai(Zs−), Y
b
s
)
.
m2(s, Zs− , i) = m1(s, Zs− , i) + d
(
Ai(Zs−), Y
d
s
)
.
La me´thode de simulation reste la meˆme mais toutes les naissances sont e´quivalentes et
ge´ne`rent un enfant caracte´rise´ uniquement par son aˆge (0 a` la naissance). Nous pre´sentons
un corollaire de la proposition 5.
Corollaire 6.1. Soit f : (a, s) 7→ fs(a) ∈ Bb(R+ × R+). Alors, ∀t ∈ R+,
< Zt, ft > =
Nt∑
i=0
ft(ai(t))
= < Z0, f0 > +
∫ t
0
ds < Zs,
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
>
+
∫ t
0
ds
∫
R+
Zs(da)[b(a, Y
b
s )fs(0)− fs(a)d(a, Y ds )]ds
+ Mft ,
avec Mft une martingale dont le crochet est donne´ par :
< Mf >t=
∫ t
0
ds
∫
R+
Zs(da)[b(a, Y
b
s )f
2
s (, 0) + f
2
s (a)d(a, Y
d
s )]ds,
et ou` les processus de diffusion Y ds et Y
b
s suivent la dynamique (6.4)
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E´tude de la distribution moyenne
On de´montre que dans le cadre d’une population uniquement structure´e par aˆge, la distri-
bution moyenne posse`de une densite´ en aˆge. En effet, on peut e´crire pour tout t ≥ 0 :
E (< Zt, ft >) =
∫
χ˜
ft(a)E (Zt(da))
= < E (Z0, f0 >) +
∫ t
0
ds < E (Zs) ,
∂fs
∂a
+
∂fs
∂s
>
+
∫ t
0
fs(0)E
(∫
R+
b(a, Y bs )Zs(da)
)
−
∫ t
0
∫
R+
fs(a)E
(∫
R+
d(a, Y ds )E(Zs(da))
)
.
On pose φ(a + t − s) = f ts(a), ce qui nous donne ∂fs∂a + ∂fs∂s = 0. En supposant que la
population initiale Z0 posse`de une densite´ m0 (une pyramide des aˆges), on peut e´crire
E (< Zt, ft >) =
∫
R+
φ(a+ t)m0(a)da+
∫ t
0
φ(t− s)E
(∫
R+
b(a, Y bs )Zs(da)
)
ds
−
∫ t
0
∫
R+
φ(a+ t− s)E
(∫
R+
d(a, Y ds )E(Zs(da))
)
ds.
En majorant cette expression en ne tenant plus compte du terme ne´gatif de mortalite´, on
obtient :
E (< Zt, ft >) ≤
∫
R+
φ(a+ t)m0(a)da+
∫ t
0
φ(t− s)E
(∫
R+
b(a, Y bs )Zs(da)
)
ds.
On effectue le changement de variable α = a + t dans la premie`re et α = t − s dans la
deuxie`me, on peut e´crire :
0 ≤ E (< Zt, ft >) ≤
∫
R+
φ(α)m0(α− t)dα+
∫ t
0
φ(α)E
(∫
R+
b(a, Y bt−α)Zt−α(da)
)
dα.
Ainsi, la mesure associe´e a` E (Zt) est borne´e par une mesure a` densite´ sans atome. On en
de´duit que Zt ne posse`de pas d’atome et est une mesure absolument continue par rapport a`
la mesure de Lebesgue. On ne peut pas calculer explicitement sa densite´ a` cause du terme
en mortalite´ qui complexifie la forme de la densite´. Le changement de variable α = a+ t−s
ne permet pas de se ramener au cas d’une variable a` densite´.
Estimation de la densite´
Finalement, E (Zt) posse`de une densite´ en aˆge ce qui permettra de dire que la moyenne
de nos simulation de population doit posse´der une pyramide des aˆges a` tout instant. On
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peut estimer cette densite´ avec les simulations. En effet, si on a effectue´ N simulation, la
moyenne empirique donne´e par :
MNt (da) =
1
N
N∑
i=1
Zit(da) ∼ E (Zt) (da).
L’approximation de la densite´ se fait en convolant cette densite´ estime´e par la densite´
gaussienne κh(x) =
1√
2pih
e−
x2
2h . On pose gˆNt (a) = κ(h) ×MNt = 1N
∑N
i=1 κh(α − a)Zit(da).
La loi forte des grands nombres donne lorsque N tend vers l’infini :
lim
N→∞
gˆNt (a) =
∫
R+
κh(α− a)E(Zt(dα)).
Il est connu que :
gt(a) = lim
h→0
∫
R+
κh(α− a)E(Zt(dα)).
Ainsi, il est possible de faire une estimation non parame´trique de la densite´ par aˆge de la
population moyenne.
Remarque 6.15. L’estimation de la densite´ se fait par une me´thode de Monte Carlo. On
peut noter que cela revient aussi a` se placer dans le cadre d’une tre`s grande population en
effectuant une renormalisation. Cela fournit l’intuition que le cadre des grandes populations
permet de re´gulariser le processus et d’obtenir la densite´ de la distribution moyenne.
Cas des grandes populations
Concernant le cadre des grandes populations, on peut re´e´crire l’e´tude mene´e dans le cas
ge´ne´ral. Le processus limite ve´rifie l’e´quation simplifie´e suivante :
< ζt, f > =
∫
R+
f(a)m0(a)da+
∫ t
0
ds
∫
R+
ζ(da)
∂f
∂a
+
∫ t
0
ds
∫
R+
ζ(da)[b(a, Y bs )f(0)− f(a)d(x, a, Y ds )]ds,
ou` les facteurs Y b et Y d ont une dynamique donne´e. Cette forme faible permet de de´duire
une e´quation aux de´rive´es partielles stochastique. En effet, la densite´ ale´atoire g ve´rifie avec
probabilite´ 1 le syste`me suivant :(
∂gt
∂t
+
∂gt
∂a
)
(ω, a) = −d(a, Y dt )gt(ω, a)
gt(ω, 0) =
∫ ∞
0
b(a, Y bt )gt(ω, a)da
Y bt = Y
b
0 +
∫ t
0
µb(s, Y bs )ds+
∫ t
0
σb(s, Y bs )dB
b
s
Y dt = Y
d
0 +
∫ t
0
µd(s, Y ds )ds+
∫ t
0
σd(s, Y ds )dB
d
s .
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Cette e´quation correspond a` l’e´quation (6.1) de McKendrick-Von Foerster qui admet une
unique solution re´gulie`re classique. On en de´duit que la densite´ ale´atoire est l’unique solution
classique suivant et posse`de les bonnes proprie´te´s de re´gularite´.
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Chapitre 7
Projections de´mographiques et
e´tude du proble`me des retraites
Introduction
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons aux projections de´mographiques de la population
franc¸aise ainsi qu’a` une e´tude du proble`me des retraites. Le vieillissement spectaculaire des
populations des pays occidentaux nous invite a` mode´liser au mieux la dynamique d’une
population d’individus.
Motivations
Le vieillissement de la population des pays occidentaux re´sulte d’un taux de fe´condite´
actuel faible, et d’une ame´lioration nette des conditions de vie [25, 27, 23]. Le de´bat concer-
nant la longe´vite´ des individus et l’e´volution future de la population est tre`s controverse´
dans la mesure ou` les estimations donne´es par les de´mographes se re´ve`lent souvent assez
e´loigne´es de ce qui se passe en re´alite´. D’un point de vue probabiliste, on peut dire que
l’e´volution des taux de´mographiques n’est pas de´terministe mais ale´atoire. Il est par conse´-
quent impossible de pre´dire a` l’avance l’e´volution de la situation de´mographique dans le
futur. L’ide´e est donc de mode´liser la dynamique de la population afin d’obtenir un sce´nario
moyen d’e´volution ainsi qu’un panel de sce´narios possibles appartenant a` un intervalle de
confiance donne´. Les sce´narios en dehors de cet intervalle de confiance sont des sce´narios
”extreˆmes” qui fournissent de l’information dont il faut tenir compte pour dresser un bilan
de´mographique.
De plus, le vieillissement de la population s’accompagne de proble´matiques e´conomiques
importantes. Un article d’Antolin et Blommestein [1] montre que l’ame´lioration de la lon-
ge´vite´ des personnes de plus de 80 ans a un impact important sur le PIB d’un pays ainsi
285
Chapitre 7. Projections de´mographiques et e´tude du proble`me des retraites
que sur les de´cisions politiques des gouvernements. Le paiement des retraites fait partie des
proble´matiques majeures lie´es au vieillissement de la population. Le syste`me franc¸ais des
retraites est un syste`me de re´partition et de solidarite´ interge´ne´rationnelle dans lequel les
actifs paient la retraite des inactifs. Le gouvernement qui assure le paiement des retraites
doit donc s’assurer de maintenir une situation de´mographique ”acceptable” pour que le
financement des retraites dans le futur soit possible.
Re´sume´ de l’e´tude
Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord les mode`les utilise´s pour mener une
e´tude de´mographique. Nous conside´rons le mode`le de mortalite´ de´taille´ dans le chapitre 5
de la the`se ainsi que le mode`le microscopique de dynamique de population de´taille´ dans le
chapitre 6 de la the`se. Nous incorporons le mode`le du taux de mortalite´ au sein du mode`le de
dynamique de population. Cette mode´lisation tient compte de phe´nome`nes de´mographiques
importants comme l’e´volution de l’aˆge et des caracte´ristiques des individus, les naissances,
les de´ce`s, l’occurrence d’e´ventuelles pande´mies guerres ou catastrophes naturelles ainsi que
les flux migratoires. Ce mode`le microscopique posse`de des proprie´te´s inte´ressantes dont celle
de fournir un lien ”micro/macro” : a` partir d’informations sur chacun des individus, nous
pouvons de´duire une e´volution ”cohe´rente” d’une population et en tirer des informations a`
l’e´chelle macroscopique.
Apre`s avoir analyse´ la situation de´mographique de la population franc¸aise en 2007, nous
allons utiliser le mode`le afin d’obtenir des sce´narios d’e´volution de la population. Nous
analysons plus spe´cifiquement l’e´volution de la taille de la population et de la re´partition
des individus par aˆge. Dans une premie`re e´tude, nous tenons compte d’une immigration
et d’une natalite´ statiques et nous ne prenons pas en compte les traits des individus et
leur e´volution. Le sce´nario moyen d’e´volution est assez ”cohe´rent” avec les pre´visions des
de´mographes et un panel de sce´narios permet d’avoir une ide´e des e´volutions possibles de la
structure de la population. L’analyse des diffe´rents sce´narios donnent une information plus
riche que le sce´nario moyen avec par exemple un aˆge maximal de la pyramide des aˆges qui
est diffe´rent. La stochasticite´ du mode`le est double dans la mesure ou` il y a non seulement
l’ale´a des taux de´mographiques mais aussi l’ale´a du processus d’e´volution de population.
A` tre`s long terme, le panel de sce´narios devient de plus en plus large avec des sce´narios
extreˆmes de plus en plus extreˆmes. Nous verrons aussi l’importance des sce´narios des taux
de´mographiques sur l’e´volution de la population.
Ensuite, nous nous inte´ressons au proble`me des retraites et nous analysons d’un point de
vue de´mographique les solutions envisageables. Les deux solutions propose´es d’une immi-
gration choisie et d’une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite sont actuellement sources
de nombreux de´bats politiques. Nous allons adopter un point de vue de´mographique plu-
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toˆt qu’e´conomique et nous allons voir si ces solutions peuvent modifier la structure de la
population. En effet, le syste`me franc¸ais des retraites est un syste`me par re´partition et
par solidarite´ interge´ne´rationnelle ou` les actifs paient pour les inactifs. La notion de po-
tential support ratio ou dependency ratio correspondant au rapport du nombre d’actifs sur
le nombre d’inactifs est un facteur de´mographique important concernant le paiement des
retraites. Le niveau actuel de ce ratio est a` 4 et les de´mographes conside`rent qu’un poten-
tial support ratio de 3 dans le futur est un niveau raisonnable e´conomiquement. Nous nous
inte´ressons au proble`me des retraites sur une dure´e de 50 ans et l’objectif de´mographique
sera donc de maintenir un potential support ratio supe´rieur a` 3 jusqu’en 2050.
De nombreuses e´tudes estiment que l’immigration dans les pays de´veloppe´s pourrait eˆtre la
solution au proble`me du paiement des retraites dans le futur. Nous verrons que cette stra-
te´gie seule n’est pas suffisante ne permettant pas a` d’avoir une situation de´mographique
raisonnable jusqu’en 2050. En effet, le nombre ne´cessaire d’immigre´s est totalement incom-
patible avec la politique actuelle des gouvernements d’Europe. Nous cherchons a` combiner
une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite a` une politique d’immigration choisie afin
de proposer une politique envisageable par le gouvernement. Nous proposons une re´forme
de de´part a` la retraite associe´e a` une politique d’immigration raisonnable permettant de
satisfaire cet objectif de´mographique.
7.1 Cadre d’e´volution d’une population franc¸aise
Dans cette partie, nous mettons en place la mode´lisation de la dynamique d’une popu-
lation d’eˆtres humains ainsi que la mode´lisation des taux de´mographiques. Les mode`les
utilise´s sont rappele´s et adapte´s au cadre de l’e´volution d’une population d’individus.
7.1.1 Mode`le de dynamique de population
Nous rappelons le mode`le microscopique d’e´volution d’une population de´taille´ au chapitre
6 de cette the`se qui s’inspire de l’approche de N. Fournier et S. Me´le´ard [15] et de V.C.
Tran [28, 18].
Processus d’e´volution
Nous proposons une mode´lisation microscopique dans laquelle chaque individu est carac-
te´rise´ par son aˆge a ∈ R+ et son trait x ∈ χ. χ est un espace de trait qui de´crit l’ensemble
des caracte´ristiques des individus. Chaque individu est une particule repre´sente´e par une
masse de Dirac. La structure de la population est donc une mesure ponctuelle constitue´e
d’un ensemble de masses de Dirac. Notons MP (E) l’ensemble des mesures ponctuelles sur
E.
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Les e´ve`nements affectant la population sont les naissances, les de´ce`s et l’e´volution de traits.
Les occurrences sont mode´lise´es a` l’aide d’une mesure ponctuelle de Poisson. Entre deux
e´ve´nements, les individus vieillissent continuˆment avec le temps.
Afin de de´crire le processus d’e´volution de la population qui ge´ne´ralise le processus BPLD,
nous de´finissons sur l’espace probabilise´ (Ω,F ,P) les e´le´ments ale´atoires inde´pendants sui-
vants :
• La population initiale Z0 ∈MP (χ˜) de taille finie est une mesure ponctuelle telle que
E(< Z0, 1 >) <∞.
• Q(ds, di, dθ, dx′) est une mesure ponctuelle de Poisson sur l’espace R+ × Ξ = R+ ×
N∗ × R+ × χ dont le compensateur est ds n(di) dθ P (dx′). Dans cette notation, ds
est lie´ au temps, n(di) =
∑
k≥1 δk(di) est une mesure ponctuelle de comptage sur
N∗ pour se´lectionner un individu, dθ est un artifice afin de de´crire l’occurrence des
e´ve´nements et P (dx) la mesure de re´fe´rence sur l’espace des traits χ.
• Les facteurs exoge`nes Y bt , Y dt et Y et sont des facteurs communs a` l’ensemble de la
population (a` l’e´chelle de la population et non pas a` l’e´chelle de l’individu), qui sont
inde´pendants de Q, de Z0 et qui sont inde´pendants entre eux.
Notons (Ft)t∈R+ la filtration canonique engendre´e par Z0, Q et par les facteurs Y b, Y d
et Y e. Le processus Z a` valeurs dans MP (χ˜) est caracte´rise´ par l’e´volution suivante :
Zt =
N0∑
i=0
δ(Xi(Z0),Ai(Z0)+t) +
∫ t
0
∫
Ξ
1i≤Ns−
[
δ(x′ ,t−s) 10≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )
− δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s) 1m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )
+ (δ(x′ ,Ai(Zs− )+t−s) − δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s)) 1m2(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m3(s,Zs− ,i,x′ )
]
Q(ds, di, dθ, dx
′
),
ou` Xi(Zt) et Ai(Zt) correspondent respectivement aux traits et a` l’aˆge de l’individu i de
la population a` la date t et ou` :
m1(s, Zs− , i, x
′
) = b
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
b
s
)
kb
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
m2(s, Zs− , i, x
′
) = m1(s, Zs− , i, x
′
) + d
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
d
s
)
kd(Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′
).
m3(s, Zs− , i, x
′
) = m2(s, Zs− , i, x
′
) + e (Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
e
s ) k
e
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
b(x, a, Y bt ) repre´sente l’intensite´ de natalite´ qui de´pend des caracte´ristiques de l’individu
(son aˆge a et ses traits x) ainsi que d’un facteur exoge`ne Y bt qui commun l’ensemble de
la population. Ce facteur exoge`ne, e´ventuellement stochastique, caracte´rise l’e´volution de
l’intensite´ dans le temps. De meˆme, l’intensite´ de mortalite´ est repre´sente´e par l’expression
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d(x, a, Y dt ) et l’intensite´ d’e´volution des traits est repre´sente´e par e(x, a, Y
e
t ).
Remarque 7.1. L’ensemble des proprie´te´s mathe´matiques, l’ensemble des hypothe`ses sur
les intensite´s de´mographiques ainsi que la me´thode de simulation du processus sont de´crits
au chapitre 6 de la the`se.
Lien Micro/Macro
Contrairement a` de nombreux mode`les de dynamique de population qui sont des mo-
de`les macroscopiques, ce mode`le est un mode`le microscopique qui de´crit l’e´volution d’une
population a` l’e´chelle de l’individu. La mode´lisation microscopique pre´sente de nombreux
avantages meˆme si elle est tout de meˆme plus complexe a` mettre en œuvre [16].
La mode´lisation microscopique permet de tenir compte d’informations pre´cises sur chaque
individu et fournit des informations plus riches en sortie. De plus, la mode´lisation est ale´a-
toire et l’analyse des sce´narios donne lieu a` des interpre´tations inte´ressantes. Il faudra faire
attention au fait que l’on conside`re un e´chantillon fictif de la population totale et non la
population entie`re. Cela peut introduire un biais puisque l’e´chantillon fictif peut avoir une
structure le´ge`rement diffe´rente de la structure re´elle la population.
De plus, cette mode´lisation microscopique posse`de l’avantage majeur de faire un lien mi-
cro/macro pertinent. Lorsque la taille de la population est grande, le mode`le microscopique
peut eˆtre approxime´ a` grande e´chelle par un mode`le macroscopique. En effet, lorsque la
taille de la population tend vers l’infini, le processus d’e´volution converge vers un proces-
sus solution presque suˆre d’une e´quation aux de´rive´es partielles stochastiques. En effet,
nous avons de´montre´ dans le chapitre 6 que la densite´ g(ω, x, a, t) de la distribution de la
population par aˆge et par traits ve´rifie :(
∂g
∂t
+
∂g
∂a
)
(ω, x, a, t) = −
[
d
(
x, a, Y dt (ω)
)
+ e (x, a, Y et (ω))
]
g(ω, x, a, t)
+
∫
χ
e(x
′
, a, Y et )k
e(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)P (dx
′
)
g(ω, x, 0, t) =
∫
χ×R+
b
(
x
′
, a, Y bt (ω)
)
kb(x
′
, a, x)g(ω, x
′
, a, t)P (dx
′
)da
g(ω, x, a, 0) = g0(ω, x, a). (7.1)
Cette e´quation ge´ne´ralise l’e´quation classique en de´mographie de McKendrick Von-Foerster
[30, 31]. Par conse´quent, ce mode`le microscopique posse`de de bonnes proprie´te´s macrosco-
piques et peut eˆtre utilise´ pour l’e´tude de l’e´volution de grandes populations.
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7.1.2 Taux de mortalite´
La mortalite´ des pays occidentaux a diminue´ de manie`re spectaculaire au cours du ving-
tie`me sie`cle [19]. L’e´volution de la mortalite´ est conside´re´e comme stochastique dans la
mesure ou` il n’est pas possible de la pre´dire avec certitude. D’ailleurs, la croissance de la
population est due en grande partie a` la baisse de la mortalite´ infantile [7, 8].
L’intensite´ de mortalite´ d du mode`le de dynamique de population est mode´lise´e afin de
caracte´riser au mieux l’e´volution dans le temps de la mortalite´ des individus. En pratique,
nous mode´lisons la mortalite´ en de´crivant son taux de mortalite´ q. Le taux de mortalite´
sera de´termine´ par un mode`le de Cairns a` deux facteurs par aˆge. Il existe un lien entre
l’intensite´ de mortalite´ d et le taux de mortalite´ q.
Mode´lisation d’un taux de mortalite´ individuel
De nombreuses caracte´ristiques individuelles ont un impact important sur le niveau de
mortalite´ comme la cate´gorie sociale, le niveau d’e´ducation, le statut matrimonial pour n’en
citer que quelques unes [20]. L’impact de ces caracte´ristiques a e´te´ e´tudie´ en de´tails dans le
chapitre 5. Nous rappelons la mode´lisation stochastique du taux individuel de mortalite´.
Notons A = {Al, 1 ≤ l ≤ N} la partition des classes d’aˆge et N le nombre de tranches
d’aˆge. Le taux de mortalite´ q(y, x, a, t) correspond a` la probabilite´ de de´ce`s a` la date t d’un
individu de traits x = (xi)1≤i≤Mx d’aˆge a vivant dans un environnement (ou une re´gion)
de caracte´ristiques y = (yi)1≤i≤My .
En fait, cette re´gression logistique sur chaque tranche d’aˆge peut s’e´crire comme suit.
∀l ∈ {1, .., N}, ∀a ∈ Al,
logit[q(y, x, a, t)] = log
(
q(y, x, a, t)
1− q(y, x, a, t)
)
= α1(t) + aα2(t) +
Mx∑
i=1
βli(t)
>xi +
My∑
j=1
γlj(t)
>yj .
L’e´tude de ce mode`le, la signification pre´cise de chacune de ces variables et de ces para-
me`tres ainsi que la calibration des parame`tres du mode`le sont de´taille´es dans le chapitre 5.
Rappelons tout de meˆme l’interpre´tation des diffe´rentes variables.
• Les variables yi correspondent aux variables qui de´crivent les caracte´ristiques globales.
• Les variables xi correspondent aux variables qui de´crivent les caracte´ristiques indivi-
duelles explicatives (les traits) d’un individu i.
• Nx,i correspond au nombre de classes au sein de la variable individuelle xi et Ny,i cor-
respond au nombre de classes au sein de la variable globale y(i). Les variables peuvent
eˆtre quantitatives avec une seule classe ou cate´gorielles avec un certain nombre de
classes.
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• L’entier N correspond au nombre de tranches d’aˆge dans le mode`le.
• Le coefficient α1(t) correspond au facteur d’ame´lioration naturelle de longe´vite´ et le
facteur α2(t) correspond a` l’ame´lioration spe´cifique a` un aˆge donne´.
• Les coefficients (βli)( 1≤i≤Mx
1≤l≤N
) et (γli)( 1≤i≤My
1≤l≤N
) correspondent aux coefficients de la re´-
gression logistique, les premiers e´tant associe´s aux traits individuels et les autres aux
variables globales d’environnement.
Remarque 7.2. Nous pouvons noter le caracte`re borne´ du taux de mortalite´ q. La mode´-
lisation se fait sur le logit de mortalite´ qui peut appartenir a` R mais le taux de mortalite´ q
se retrouve a` l’aide de la fonction inverse du logit
q = logit−1(logit(q)) =
1
1 + exp (−logit(q)) ∈ [0, 1].
Prise en compte des e´ve´nements catastrophiques
Nous proposons aussi de prendre en compte des catastrophes naturelles ou pande´mies
e´ventuelles qui modifient la structure de la population. Les e´ve´nements exceptionnels peuvent
eˆtre pris en compte en les conside´rant comme une composante supple´mentaire du taux de
mortalite´ comme cela est fait dans les e´tudes biologiques ou certaines e´tudes de´mogra-
phiques. Par conse´quent, il faut estimer le taux d’occurrence de ces e´ve´nements rares a`
l’aide d’un historique.
En analysant les courbes de mortalite´, on se rend compte qu’il y a des variations naturelles
autour d’une tendance mais qu’il y a aussi des variations exceptionnelles explique´es par des
e´ve´nements exceptionnels comme les pande´mies, les guerres et les catastrophes naturelles.
Il apparaˆıt important de prendre en compte ce phe´nome`ne dans les projections de´mogra-
phiques a` long terme. La mode´lisation classique est de mode´liser la surmortalite´ due a` ces
e´ve´nements sous la forme d’un produit d’une composante fre´quence par une composante
intensite´. Certains experts de l’OMS estiment qu’il y a eu 31 e´ve´nements de mortalite´ ca-
tastrophique sur les 420 dernie`res anne´es soit en moyenne de 7.38 e´ve´nements par sie`cle.
Une mode´lisation de la surmortalite´ re´sultant des catastrophes naturelles est de´crite dans
un document de L. Devineau [10]. Le mode`le peut s’e´crire comme suit :
q(x, y, a, t) = qcentral(x, y, a, t) +Bt(p)Et(λ)
logit(qcentral(x, y, a, t)) = α1(t) + aα2(t) +
∑Mx
i=1 β
l
i(t)
>xi +
∑My
j=1 γ
l
j(t)
>yj ,
dans laquelle Bt est une loi de Bernoulli tire´e a` l’instant t dont la probabilite´ p correspond
a` la probabilite´ moyenne d’occurrence de la catastrophe. La loi Et est une loi exponentielle
dont le parame`tre λ correspond a` l’inverse de l’intensite´ moyenne de la catastrophe (la
moyenne d’une loi exponentielle est l’inverse du parame`tre).
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L’ensemble des facteurs ale´atoires de´crit dans l’e´volution du taux de mortalite´ sont repre´-
sente´ par un facteur Y dt .
Lien entre le taux de mortalite´ q et l’intensite´ de mortalite´ d
Plac¸ons dans le cas ou` Y dt est un facteur de´terministe. La notion de taux de mortalite´ ici
fait plutoˆt re´fe´rence a` une intensite´ de mortalite´. Le taux de mortalite´ classique q(x, a, Y dt )
correspond a` la probabilite´ d’un individu (x, a) de de´ce´der au cours de l’anne´e t et peut
eˆtre relie´ a` l’intensite´ de mortalite´ d(x, a, Y dt ) a` l’aide de la fonction de survie.
En effet, la probabilite´ de survie St(x, a, t+ 1) d’un individu d’aˆge a et de trait x a` la date
t pendant une pe´riode d’un an s’exprime en fonction du taux de mortalite´ d(a, x, Y dt ) sous
la forme suivante
St(x, a, t+ 1) = exp
(
−
∫ t+1
t
d(x, a− t+ u, Y du ) du
)
.
Or, l’expression de la survie d’un individu pendant l’anne´e t en fonction du taux de mortalite´
q (au sens classique) est donne´e par :
St(x, a, t+ 1) = 1− q(x, a, Y dt ).
En identifiant cette expression avec l’expression pre´ce´dente, on obtient :∫ t+1
t
d(x, a− t− u, Y du ) du = ln
(
1
1− q(x, a, Y dt )
)
.
En faisant l’approximation d’une force de mortalite´ d constante sur une anne´e, on obtient
la relation suivante :
d(x, a, Y dt ) ∼ ln
(
1
1− q(x, a, Y dt )
)
.
Remarque 7.3. Concernant la majoration de l’intensite´ par une intensite´ de mortalite´ d¯,
cela est possible si le taux de mortalite´ q est majore´ par une valeur q¯ < 1. Cela est ve´rifie´
en pratique dans la mesure ou` l’on mode´lise la mortalite´ jusqu’a` l’aˆge de 110 ans et au dela`
de 110 ans, le taux de mortalite´ est suppose´ constant de valeur strictement infe´rieure a` 1.
Taux de mortalite´ en France en 2007
Le taux de mortalite´ en France peut eˆtre analyse´ sur les tables de mortalite´ nationale. On
observe un taux de mortalite´ des femmes plus faible que celui des hommes. On repre´sente
ici la mortalite´ nationale des hommes et des femmes en fonction de leur aˆge.
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Figure 7.1 – Taux de mortalite´ par aˆge de la population franc¸aise en 2007
On conside`re le mode`le de Cairns a` deux facteurs qui est un mode`le de mortalite´ par
aˆge. Ayant calibre´ le mode`le, on de´duit des sce´narios d’e´volution de ces deux courbes de
mortalite´ dans le temps.
7.1.3 Taux de Natalite´
Le taux de natalite´ correspond au rapport entre le nombre de naissances vivantes de
l’anne´e et la population totale moyenne de l’anne´e (ge´ne´ralement la population en milieu
d’anne´e). L’intensite´ de natalite´ individuelle b(x, a, Y bt ) permet de quantifier la probabilite´
qu’une femme de trait (x, a) puisse avoir un enfant a` la date t. En effet, comme pour la
mortalite´, on peut relier le taux de natalite´ r(x, a, Y bt ) a` l’intensite´ de natalite´ b(x, a, Y
b
t ) :
b(x, a, Y bt ) ∼ ln
(
1
1− r(x, a, Y bt )
)
.
Par conse´quent, l’analyse de l’e´volution du taux de natalite´ permet de de´crire l’e´volution
de l’intensite´ de natalite´. Nous allons aussi mode´liser la distribution des caracte´ristiques
des enfants a` leur naissance.
E´tude de la natalite´ en France
L’indice synthe´tique de fe´condite´ (ISF) correspondant au nombre d’enfants moyen d’une
femme au cours de sa vie refle`te assez bien le niveau de fe´condite´ d’un pays. Cet indice syn-
the´tique de fe´condite´, de l’ordre de 2 en France, refle`te un niveau assez e´leve´ de fe´condite´
par rapport aux autres pays europe´ens. Il existe des projections de fe´condite´ (me´thode de
Pearson) qui fournissent des hypothe`ses d’e´volution de cet indice [14]. Il existe aussi des
mode`les statistiques a` l’aide de processus autore´gressifs qui de´crivent l’e´volution de l’ISF
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[26]. Cependant, il faut caracte´riser le taux de natalite´ qui est plus difficile a` mode´liser.
Le taux de natalite´ dans les pays occidentaux a connu des variations tre`s importantes durant
le sie`cle passe´. Du de´but du Baby Boom qui commence en 1945 jusqu’a` la fin des ”Trente
glorieuses” vers 1975, le nombre de naissances a` exploser alors que de`s 1975, on observe une
baisse spectaculaire de la natalite´ en Europe. En France, le taux de natalite´, e´value´ par le
nombre d’enfants pour 1000 femmes, e´tait de 18.2 en 1964 et est descendu a` son plus bas
niveau en 1994 a` 12.2. On observe en France une remonte´e du taux de natalite´ a` partir de
1990 avec un taux qui atteint un niveau 12.9 en 2010 (Figure 7.2).
Figure 7.2 – Taux de natalite´ de la population franc¸aise en 2007
Taux de natalite´ par aˆge
Il existe cependant des me´thodes inte´ressantes d’ajustement analytique de courbe de
natalite´ par aˆge [5, 13]. En effet, il est propose´ une me´thode parame´trique qui tient compte
de l’indice synthe´tique de fe´condite´ ISF , de l’aˆge moyen a` la maternite´ a¯ et de la variance
de l’aˆge a` la maternite´ σ2a. La plage de natalite´ est de a = 15 a` a = 50 ans, et on mode´lise
plutoˆt la courbe en x = a − 15. En effet, un mode`le d’ajustement de courbe de natalite´
consiste a` e´crire que :
r(x) =
ISF.λpxp−1e−λx
Γ(p)
,
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ou` les parame`tres sont donne´s par :
x = a− 15, x¯ = a¯− 15,
λ =
x¯
σ2x
, x¯ =
1
ISF
34∑
x=0
xf(x),
p =
x¯
σ2x
, σ2x =
1
ISF
34∑
x=0
(x− x¯)2f(x).
Ainsi, en mode´lisant l’e´volution dans le temps de l’indice synthe´tique de fe´condite´ ISFt, de
l’aˆge moyen x¯t de maternite´ et de la variance σx,t, on pourrait en the´orie avoir un mode`le de
projection de taux de natalite´ par aˆge r(a, t) et avoir ainsi un mode`le d’intensite´ de natalite´
b(a, t). Cependant, ces me´thodes d’ajustement ne sont pas tre`s pre´cises mais pourraient
fournir des sce´narios d’e´volution de fe´condite´.
De´terminants de la natalite´
Il est possible de de´terminer des caracte´ristiques explicatives de fe´condite´. Ge´ne´ralement,
on exprime le taux de natalite´ des femmes par aˆge mais il est possible de trouver d’autres
caracte´ristiques explicatives. L’aˆge du mariage est un facteur de´terminant de la fe´condite´.
La manie`re de l’interpre´ter est que plus on se marie tard, plus on a de chances de divorcer
et moins on a d’enfants.
Le niveau socioe´conomique est aussi un facteur explicatif de fe´condite´. La fe´condite´ n’a e´te´
que tre`s peu prise en compte dans les travaux des e´conomistes et on se rend compte que
l’impact du niveau de revenu est important. G. Becker (prix nobel d’e´conomie en 1992)
mode´lise l’utilite´ des parents des pays occidentaux en utilisant le fait qu’ils sont soucieux
d’avoir des enfants mais qu’ils sont aussi soucieux du bien eˆtre de leurs enfants [2, 3].
Dans les pays en voie de de´veloppement, les enfants sont conside´re´s comme des placements
rentables dans la mesure ou` il n’existe pas de syste`me de retraites [24]. Les deux grandes
conclusions de ces e´tudes e´conomiques sont que :
1. Dans les pays occidentaux, lorsque les revenus augmentent, les me´nages pre´fe`rent
avoir moins d’enfants mais consacrer davantage de de´penses a` l’e´ducation de chaque
enfant. G. Becker a de´montre´ une relation inverse entre revenu familiale et le nombre
d’enfants (en France, on observe une courbe en U).
2. Dans les pays pauvres, les pauvres cherchaient a` avoir le plus d’enfants possibles
puisqu’avoir des enfants est un gage de revenus dans le futur (absence de syste`mes de
retraites).
Ces conclusions permettent de comprendre le fait que la croissance du revenu dans les
pays occidentaux s’est accompagne´e d’un de´clin de la fe´condite´ dans les pays de´veloppe´s.
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Il existe une the´orie de la fe´condite´ faisant intervenir le couˆt des enfants. En revanche,
l’absence de donne´es rend difficile d’analyser l’impact du revenu sur le taux de natalite´.
Cette mode´lisation est laisse´e a` de futurs travaux de recherches.
Distribution des caracte´ristiques la descendance
Dans ce mode`le, on prend en compte le fait que lors d’une naissance, les traits des en-
fants sont diffe´rents de ceux des parents. On de´crit la me´thode de prise en compte de cette
mutation de trait avec un tirage des traits dans une distribution de descendance.
En ce qui concerne le trait lie´ au sexe, le descendant est un garc¸on avec une probabilite´
d’environ 0.512 ou une fille avec une probabilite´ d’environ 0.488. La mutation du sexe est
donc facile a` analyser. Le sexe de l’individu n’e´voluera pas dans le temps. Le statut matri-
monial est lui aussi imme´diat dans la mesure ou` l’enfant naˆıt ce´libataire. En revanche, le
statut matrimonial pourra e´voluer dans le temps avec un taux d’e´volution de trait.
Afin de de´crire l’e´volution des traits de l’individu au cours de la vie, il faut conside´rer la
structure des traits a` l’instant initial. On peut faire le choix de fixer initialement certains
traits a` une valeur qui de´pendra des caracte´ristiques des parents. En effet, il existe un de´-
terminisme social et ge´ne´tique dans la mesure ou` les caracte´ristiques des enfants de´pendent
souvent de celles des parents.
En ce qui concerne les traits refle´tant le statut e´conomique, le statut e´conomique du pe`re
refle`te assez souvent la cate´gorie sociale de l’enfant [11]. Une premie`re ide´e consiste a` fixer
le trait de l’enfant e´gal au trait du parent (absence de mutation). Une deuxie`me me´thode
consiste a` fixer le trait e´gal comme fonction du trait du pe`re (mutation de´terministe) ou
de tirer le trait de l’enfant dans une distribution dont la moyenne correspond au trait du
pe`re (mutation e´ventuelle ale´atoire a` la naissance). On donne l’exemple de la CSP et du
niveau de revenu qui illustrent les naissances sans mutations ou les naissances avec muta-
tions ale´atoires.
Concernant la CSP, on peut choisir de la fixer a` la naissance comme la CSP du pe`re qui
refle`te souvent le statut e´conomique de l’enfant. On pourra tenir compte d’une e´ventuelle
e´volution de la CSP au cours de la vie de l’individu a` l’aide du taux d’e´volution de trait.
Pour le niveau de revenu, cela peut paraˆıtre moins raisonnable de le fixer e´gal au revenu
du pe`re et on peut conside´rer une e´ventuelle mutation a` la naissance. Le revenu de l’enfant
peut eˆtre tire´ dans une loi normale centre´e sur le niveau de revenu du parent, qui est tron-
que´e sur un intervalle des revenus possibles [0, RevenuMax]. Il faut par ailleurs choisir la
variance de cette loi normale qui pourra de´pendre du niveau de revenu du parent : un parent
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”riche”a de fortes chances d’avoir un enfant plutoˆt ”riche”et par conse´quent la variance sera
petite, tandis que pour un parent pauvre, la variance sera a priori plus e´leve´e. Le niveau de
revenu dont l’e´volution est assez stationnaire sera lui aussi amene´ a` e´voluer durant la vie
de l’individu. A` titre d’exemple, on peut supposer une croissance de revenu avec un taux
annuel de´pendant par exemple de la CSP ou du niveau d’e´ducation de l’individu.
Par conse´quent, a` la naissance de l’individu, les traits seront de´termine´s (avec ou sans mu-
tations) : certains traits n’e´volueront pas (par exemple le sexe) et d’autres traits pourront
e´voluer dans le temps (par exemple la CSP, le niveau de revenu, le statut matrimonial...).
Ces e´tudes sont tre`s complexes et ne seront pas aborde´es dans une premie`re e´tude mais il
est important de remarquer que le mode`le permet de tenir compte de mutation de traits a`
la naissance et dans le temps.
Taux de fe´condite´ par aˆge en France en 2007
Le taux de fe´condite´ par aˆge correspond au nombre de naissance par femme ayant un
aˆge donne´. Ce taux permet de calculer la probabilite´ qu’une femme ayant un aˆge donne´ ait
un enfant.
Figure 7.3 – Taux de fe´condite´ par aˆge de la population franc¸aise en 2007
On conside`re une natalite´ qui n’e´volue pas dans le temps. L’absence de mode`le pertinent
pour la dynamique de courbe de natalite´ contraint a` une mode´lisation statique. Cette
extension sera l’objet de futurs travaux.
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7.1.4 Taux d’e´volution de traits
Les mode`les classiques ne prennent ge´ne´ralement en compte que les e´ve´nements de nais-
sance et de de´ce`s. Cependant, les traits d’un individu sont amene´s a` e´voluer dans le temps
et il apparaˆıt important de mode´liser ce phe´nome`ne. Au cours de la vie d’un individu, divers
e´ve´nements peuvent apparaˆıtre comme un changement de statut matrimonial, l’obtention
d’un diploˆme, un changement de cate´gorie sociale. Ce taux d’e´volution permet de mode´liser
l’occurrence de ces e´ve´nements dans le temps. D’ailleurs, l’occurrence de ces e´ve´nements
peut de´pendre des caracte´ristiques de l’individu.
Un premier exemple est le niveau de revenu dont on sait que l’e´volution est assez sta-
tionnaire en France. La croissance des revenus se fait a` un taux quasi constant depuis une
trentaine d’anne´e avec un taux annuel de 1.8% sur presque l’ensemble de la distribution de
revenus. Il faut souligner la spe´cificite´ des revenus les plus faibles et des revenus les plus
e´leve´s qui ont un taux de croissance plus e´leve´.
Figure 7.4 – Taux de croissance annuel des revenus en France pour chaque de´cile de la
distribution des revenus
Des e´tudes plus complexes permettent de conside´rer la croissance du revenu individuel
comme fonction de la cate´gorie sociale ou du niveau d’e´ducation. En ce qui concerne les
ine´galite´s de revenus, elles sont tre`s stables depuis les cinquante dernie`res anne´es. Pour
information, l’indice de Gini est passe´ de 27.1% en 1995 a` 27.2% en 2006.
Un deuxie`me exemple concerne le changement de statut matrimonial en France permettant
d’illustrer la mode´lisation de l’e´volution des traits. Des e´tudes de´mographiques de´crivent
les probabilite´s d’occurrence de divorce en fonction de certaines caracte´ristiques de l’indi-
vidu. Il existe de nombreux de´terminants du divorce comme l’aˆge au mariage, le niveau de
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revenu de l’e´poux (e´pouse), le nombre d’enfants et le nombre d’anne´e de mariage [21]. La
mode´lisation du taux de divorce tiendra compte de ces re´sultats. On de´crit sur la Table 7.1
l’e´volution du taux de divorce en fonction du nombre d’anne´e de mariage.
1978 1988 1998 2008
Moins d’un an 0,1 0,1 0,1 0,6
1 an 3,0 4,5 3,4 6,3
2 ans 8,6 13,0 12,1 14,4
3 ans 11,9 17,1 18,4 21,7
4 ans 12,9 18,8 20,1 25,8
5 ans 13,3 17,3 22,0 27,3
6 ans 12,9 17,1 21,9 25,0
7 ans 12,4 16,4 21,1 22,6
8 ans 12,9 15,6 19,3 21,2
9 ans 11,0 14,5 18,0 19,1
10 ans 10,1 14,3 16,8 19,0
11 ans 9,2 13,4 16,4 17,3
12 ans 8,7 12,4 14,6 16,0
13 ans 8,1 11,9 14,0 15,6
14 ans 6,9 11,2 13,4 14,6
15 ans 6,5 10,4 12,1 13,9
16 ans 5,8 9,9 11,7 13,5
17 ans 5,4 9,9 11,2 12,9
18 ans 5,1 9,4 10,5 11,7
19 ans 4,3 8,5 10,5 11,8
20 ans 4,2 7,8 9,8 10,5
21 ans 3,7 7,2 8,7 10,1
22 ans 3,4 6,5 8,3 9,4
23 ans 3,1 6,1 8,2 9,2
24 ans 2,8 5,5 7,5 8,7
25 ans 2,4 4,7 7,0 7,9
26 ans 2,3 4,6 6,4 7,2
27 ans 1,9 3,6 5,6 6,7
28 ans 1,9 3,3 4,9 5,8
29 ans 1,4 2,8 4,4 5,2
Table 7.1 – Taux de divorce pour 1000 mariages en fonction de la dure´e du mariage
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Ainsi, il est possible de tenir compte d’un taux d’e´volution de statut matrimonial avec
le passage du mariage au divorce. Avec le meˆme genre de donne´es, on obtient un taux de
mariage, un taux remariage et un taux de veuvage. Le taux de veuvage de´pend fortement des
caracte´ristiques du conjoint. En pratique, on mode´lise le conjoint avec ses caracte´ristiques
propres, on le fait e´voluer simultane´ment et le veuvage intervient en cas de de´ce`s du conjoint.
Ces taux d’e´volution permettent de modifier le statut matrimonial au cours de la vie d’un
individu.
7.1.5 Migration et immigration
Les flux migratoires jouent un roˆle tre`s important dans les projections de´mographiques.
Nous de´crivons les me´thodes qui permettent de prendre en compte ces flux de population
dans la mode´lisation et on analyse l’immigration en France.
Prise en compte de l’immigration
Les migrations des individus d’un pays vers un autre pays sont mode´lise´es au niveau mi-
croscopique au meˆme titre qu’un taux de´mographique. Concernant l’immigration, il existe
les trois me´thodes permettant de ge´rer les flux dans le mode`le microscopique de dynamique
de population (voir Chapitre 6).
La premie`re possibilite´ est de conside´rer un taux d’immigration au meˆme titre qu’un taux
de´mographique individuel ce qui fournit la probabilite´ qu’un individu de caracte´ristiques
donne´es e´migre ou bien qu’un individu immigre avec ces meˆmes caracte´ristiques. Dans ce
cas, l’immigration de´pend des caracte´ristiques des individus de la population.
La deuxie`me possibilite´ est de mode´liser le taux d’immigration comme e´tant un taux de´-
mographique global avec un nombre moyen de migrants. Il y aura des flux continus d’im-
migrants dans le temps et la distribution de l’aˆge et des traits des immigrants sera tire´e
suivant une loi fixe´e a` l’avance.
La troisie`me me´thode consiste a` penser l’immigration comme une strate´gie gouvernemen-
tale. L’ide´e est de laisser diffuser notre mode`le de population et de l’arreˆter a` certaines
dates (Ti) (pouvant correspondre a` chaque anne´e). A` ces dates, on calcule le nombre d’im-
migrants ne´cessaires afin de satisfaire un crite`re que l’on s’est fixe´ au de´part. L’aˆge et les
traits des immigrants seront obtenus comme la re´alisation d’une variable ale´atoire dont la
distribution sera fixe´e a` l’avance. On met a` jour la population en tenant compte du nombre
d’immigrants ne´cessaires afin de satisfaire un crite`re donne´. Ensuite, on relance le proces-
sus de diffusion avec la population modifie´e par l’immigration comme condition initiale.
Ces trois me´thodes sont envisageables mais elles ne re´pondent pas aux meˆmes besoins. Les
deux premie`res me´thodes conside`rent un taux d’immigration dont l’e´volution est fixe´e au
de´but. La troisie`me me´thode tient compte de l’e´volution de la population dans le temps
en adaptant la strate´gie d’immigration de manie`re a` satisfaire un crite`re. On utilisera les
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deux premie`res me´thodes pour les projections de´mographiques alors qu’on appliquera la
troisie`me me´thode pour l’e´tude du proble`me des retraites.
Taux d’immigration en France
On peut de´finir un taux d’immigration globale dans le mode`le avec un flux continu dans
le temps. L’ide´e est d’associer l’immigration a` un processus de poisson dont le parame`tre
correspond au nombre moyen d’immigre´s par an. On ajoute ce phe´nome`ne global au proces-
sus d’e´volution qui met a` jour la population dans le temps. L’aˆge et les traits des immigre´s
sont tire´s dans une distribution de´finie au pre´alable.
On peut aussi introduire un taux d’immigration individuel a` l’instar d’un taux de´mogra-
phique comme le taux de mortalite´ et le taux de natalite´. Ainsi, en plus des deux e´ve´nements
possibles de naissance et de de´ce`s, il y a aussi un taux d’immigration. On conside`re N(x, a, t)
le nombre de personnes d’aˆge a et de trait x vivantes a` la date t, et D(x, a, t) le nombre de
personnes d’aˆge a et de trait x qui ont de´ce´de´ au cours de l’anne´e t. On peut de´finir la pro-
babilite´ qu’un individu d’aˆge a et de trait x a` l’instant t immigre en France par im+(x, a, t)
et la probabilite´ qu’un individu d’aˆge a et de trait x e´migre de France im−(x, a, t) de la
manie`re suivante :
im(x, a, t) =
N(x, a+ 1, t+ 1)−N(x, a, t) +D(x, a, t)
N(x, a, t)
.
im+(x, a, t) =
{
im(x, a, t) si im(x, a, t) ≥ 0
0 sinon
im−(x, a, t) =
{
−im(x, a, t) si im(x, a, t) ≤ 0
0 sinon
On peut ainsi de´finir une intensite´ de migration ρ−(x, a, t) et une intensite´ d’immigration
ρ+(x, a, t) qui sont donne´es par :
ρ+(x, a, t) = log
(
1
1− im+(x, a, t)
)
,
ρ−(x, a, t) = log
(
1
1− im−(x, a, t)
)
.
L’objectif est d’adopter un mode`le pour le taux d’immigration en analysant son historique
au cours du vingtie`me sie`cle. La politique d’immigration a beaucoup varie´ au cours du 20e
sie`cle (voir Figure 7.5 et Figure 7.6) et il est quasiment impossible de conside´rer un mode`le
d’e´volution de la force d’immigration consistant avec cet historique. En effet, l’Europe a
e´te´ au centre de deux e´ve`nements majeurs qui ont e´te´ les deux guerres mondiales. Les deux
grandes guerres ont bouleverse´ les situations de´mographiques de l’ensemble des pays (avec
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un taux de mortalite´ tre`s e´leve´, des taux de naissances faibles et des migrations vers des
pays plus stables). Ces pe´riodes de guerre ont aussi eu des conse´quences sur les anne´es qui
suivirent avec la pe´riode du baby boom pour la France qui dura une vingtaine d’anne´es.
L’immigration est un facteur qui est aussi affecte´ par certains e´ve`nements majeurs qui ont
touche´ d’autres pays que la France. Par exemple, vers les anne´es 60/70, la France a e´te´ une
terre d’accueil pour certains ressortissants de pays du Maghreb comme l’Alge´rie et la Tunisie
qui ont connu leur inde´pendance pendant ces anne´es. Certains de´mographes estiment que
cette politique d’immigration a permis a la France d’avoir une situation de´mographique
meilleure que celle de certains autres pays europe´ens.
Figure 7.5 – Historique de la force d’immigration pour la deuxie`me moitie´ du 20e sie`cle
de 1 a` 70 ans
Figure 7.6 – Historique de la force d’immigration pour la deuxie`me moitie´ du 20e sie`cle
de 15 a` 45 ans
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Cependant, depuis les anne´es 90, la politique d’immigration est reste´e quasiment la meˆme
avec des variations assez faibles (voir Figure 7.7 et Figure 7.8). On peut d’ailleurs noter
un phe´nome`ne de migration des jeunes entre 19 et 26 ans qui vont s’installer dans d’autres
pays comme aux E´tats-Unis avec le ”Brain Drain” (fuite des cerveaux). Ces migrations sont
souvent des e´tudiants, des scientifiques ou des chercheurs qui s’installent a` l’e´tranger pour
avoir des meilleures conditions de vie, de travail ou de re´mune´ration.
Figure 7.7 – Historique de la force d’immigration depuis l’an 2000 de 1 a` 70 ans
Figure 7.8 – Historique de la force d’immigration depuis l’an 2000 de 15 a` 45 ans
Cela laisse penser que la re´gulation actuelle de l’immigration sera celle utilise´e pour les
prochaines anne´es a` venir. Ceci n’est bien sur que pure spe´culation puisqu’un changement
de gouvernement modifie ge´ne´ralement la politique d’immigration. Cette hypothe`se permet
de conside´rer le mode`le d’immigration dans lequel le taux d’immigration est maintenu
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constant pour les anne´es a` venir.
7.2 Projections de´mographiques de la population franc¸aise
Dans cette partie, nous nous inte´ressons aux projections de´mographiques de la population
franc¸aise. Ayant analyse´ la situation de´mographique en 2007, nous simulons des sce´narios
d’e´volution de la population dans le futur.
7.2.1 Bilan de´mographique de la population franc¸aise en 2007
La situation de´mographique des pays occidentaux est assez alarmante avec un vieillisse-
ment global de la population re´sultant d’un taux de mortalite´ de´croissant ainsi que d’un
taux de fe´condite´ assez faible. La France posse`de l’un des taux de fe´condite´ les plus e´le-
ve´s d’Europe ce qui lui confe`re une situation de´mographique assez bonne. D’autres pays,
comme l’Allemagne ou l’Italie, ont une situation de´mographique moins favorable avec un
accroissement naturel ne´gatif ce qui se traduit par une de´croissance de la taille de la popu-
lation.
A` partir des donne´es INSEE, on conside`re un e´chantillon de la population franc¸aise en 2007
(constitue´ d’environ 62000 individus ce qui correspond a` un facteur multiplicatif de 11000)
avec une bonne re´partition des aˆges et des sexes par aˆges. Si on analyse la pyramide des
aˆges en 2007 (voir Figure 7.9), on peut y noter les diffe´rents e´ve`nements qui ont marque´
le 20e sie`cle. Le Baby Boom est visible sur la tranche d’aˆge 30/60 ans, la mortalite´ de la
seconde guerre mondiale sur la tranche 60/75 ans. On remarque aussi le petit creux de
la pyramide des aˆges vers les 90 ans cause´ par la premie`re guerre mondiale (natalite´ plus
faible) dont l’effet perse´ve`re 90 ans apre`s.
Figure 7.9 – Pyramide des aˆges de la population franc¸aise (1/1000)
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Conside´rant la situation de´mographique actuelle, l’INSEE et Alders [29] effectuent des
pre´visions de la situation de´mographique en 2050 que l’on de´crit sur la Figure 7.10. Ces
projections pre´voient une augmentation de la proportion des personnes aˆge´es avec l’entre´e
de la France dans l’e`re du Papy Boom.
Figure 7.10 – Projections de´mographiques INSEE et Alders pour 2047
La pyramide des aˆges va a priori s’inverser : les personnes issues de la ge´ne´ration du Baby
Boom entrent dans le troisie`me aˆge et ces dernie`res sont susceptibles de vivre longtemps
avec la forte baisse de mortalite´.
Selon les hypothe`ses sur les taux de´mographiques, la population peut eˆtre amene´e a` croˆıtre
ou a` de´croˆıtre. De plus, l’incertitude des pre´visions est assez e´leve´e puisque l’encadrement
de la taille de la population donne´ par les instituts de´mographiques est assez large. En effet,
a` partir de mode`les de taux de´mographiques, les de´mographes de´duisent ge´ne´ralement un
taux moyen ainsi que des limites basses et hautes pour chacun des taux de´mographiques.
Ensuite, ils utilisent un mode`le macroscopique de´terministe qui prend en compte ces taux
de´mographiques et de´duisent des statistiques de projections de´mographiques de la popula-
tion. On peut d’ailleurs remarquer les diffe´rences importantes qu’il existe entre les pre´visions
de chaque institut.
De`s lors, on utilise le mode`le afin de de´crire les pre´visions de´mographiques de la population
franc¸aise dans le futur. On propose une analyse quantitative de l’e´volution de la population
franc¸aise.
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7.2.2 E´tude qualitative de l’e´volution de la population franc¸aise
En biologie, dans le cadre d’une population asexue´e, on cherche tout d’abord a` savoir si
elle est destine´e a` croˆıtre ou a` s’e´teindre. Pour cela, on suppose que les intensite´s d’e´volution
ne de´pendent pas du temps et on de´finit un taux de reproduction net R0 (voir Chapitre 6)
donne´ par l’expression suivante :
R0 =
∫ +∞
0
b(a)e−
∫ a
0 d(α)dαda.
On sait que pour une population structure´e par aˆge avec une intensite´ de naissance b(a)
et une intensite´ de mortalite´ d(a), le taux de reproduction net renseigne sur l’e´volution
”ge´ne´rationnelle” de la population dans le futur. En fait, ce taux correspond au nombre
moyen d’enfants par individu au cours de sa vie dans l’hypothe`se ou` les intensite´s restent
constantes. Ainsi, la position de R0 par rapport a` 1 indique s’il y aura un renouvellement
des ge´ne´rations ou non. Si R0 > 1, il y a en moyenne plus d’un enfant au cours de la vie de
chaque individu ce qui entraˆıne une explosion a` long terme de la population. Si R0 < 1, il y
a extinction a` long terme de la population car non renouvellement des ge´ne´rations. Enfin, si
R0 = 1, la population va atteindre un e´quilibre et on dit qu’on est dans le cas critique. On a
l’intuition que la population franc¸aise se trouve assez proche du cas critique sans explosion
ni extinction.
Il est plus difficile de prendre en compte directement cette notion dans la mesure ou` la
population est sexue´e et que les donne´es correspondent aux naissances par femme uni-
quement. En effet, le taux de reproduction net est un concept envisageable s’il existe un
taux de naissance par aˆge et un taux de mortalite´ par aˆge identique pour l’ensemble des
individus de la population. Dans cette mode´lisation, seules les femmes donnent naissance
a` des enfants alors que les hommes ne donnent pas ”ve´ritablement” de naissance, ce qui
complique l’utilisation de ce concept. On ne peut pas mode´liser une intensite´ de natalite´
b(a) pour les femmes et une intensite´ de natalite´ nulle pour les hommes. On propose deux
me´thodes afin d’adapter cette notion a` une population sexue´e : la premie`re est de consi-
de´rer des taux de´mographiques individuels inde´pendant du sexe, et la deuxie`me est plus
standard et consiste a` ne conside´rer que le sexe fe´minin ainsi que les enfants de sexe fe´minin.
La premie`re me´thode est une e´tude qualitative qui n’a pas de justification mathe´matique
rigoureuse mais qui reste cohe´rente avec la notion standard de taux de reproduction net. Si
il y a autant de femmes que d’hommes dans la population e´tudie´e (ce qui est a` peu pre`s le
cas pour des populations humaines), le fait que la population soit sexue´e avec une intensite´
de naissance par femme uniquement bF (a) pourrait revenir a` conside´rer un taux de nais-
sance par aˆge et par individu (quelque soit son sexe) e´gal a` b∗(a) = 12b
F (a). Ce concept peut
eˆtre justifie´ avec une approche d’un biologiste Charlesworth sur les populations sexue´es [9].
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Le ratio n’e´tant pas vraiment d’une femme pour un homme au sein de la population, et on
aurait pu introduire une intensite´ de natalite´ e´gale a` b∗(a) = NbrFemmes(a)NbrHommes(a)+NbrFemmes(a)b
F (a).
Cependant, il faut aussi tenir compte des aˆges ou` un individu peut avoir un enfant et il
y a une diffe´rence notable entre les hommes et les femmes. En effet, les femmes peuvent
avoir des enfants jusque 45 ans (aˆge limite´ par la me´nopause) alors que les hommes peuvent
avoir des enfants bien plus tardivement. Ce phe´nome`ne ne peut pas eˆtre pris en compte
du fait de l’absence de donne´es de naissance par aˆge pour les hommes. Par conse´quent,
on fait le choix d’une intensite´ de naissance par aˆge pour une population asexue´e donne´e
par b∗(a) = 12b
F (a). On de´finit aussi une intensite´ de mortalite´ d(a) par individu inde´pen-
damment de son sexe. L’expression du taux de reproduction net dans ce cadre est donne´e
par :
R10 =
∫ +∞
0
b∗(a)e−
∫ a
0 d(α)dαda.
La position du R10 par rapport a` 1, qui est sa valeur critique, va de´terminer si il y a renou-
vellement des ge´ne´rations.
La deuxie`me me´thode consiste a` ne conside´rer que le sexe fe´minin avec son intensite´ de
natalite´ et son intensite´ de mortalite´. Le nouveau taux de reproduction R20 correspond au
nombre d’enfants par femme au cours de sa vie ce qui repre´sente aussi l’indice synthe´tique
de fe´condite´. Son expression est donne´e par :
R20 =
∫ +∞
0
bF (a)e−
∫ a
0 d
F (α)dαda.
Puisque le sexe fe´minin est au centre de cette e´tude, le renouvellement des ge´ne´rations
est assure´ si en moyenne chaque femme donne naissance a` au moins une fille. Il faut tenir
compte que la distribution ine´galitaire des sexes a` la naissance. En moyenne, il naˆıt 105
garc¸ons pour 100 filles et il faudrait donc 205 enfants pour 100 femmes afin d’assurer le
renouvellement des ge´ne´rations. Ainsi, la valeur critique de R20 est de 2.05 correspondant
au nombre d’enfants par femme ne´cessaire pour le renouvellement des ge´ne´rations.
On a calcule´ l’intensite´ de naissance b(a) en conside´rant la probabilite´ r(a) qu’une femme
d’aˆge a donne naissance a` un enfant (dont les donne´es sont disponibles sur le site de l’IN-
SEE). En effet, on utilise le lien taux/intensite´ :
b(a) = log
(
1
1− r(a)
)
.
On fournit pour information les probabilite´s de fe´condite´, les intensite´s de naissance ainsi
que les intensite´s de mortalite´ (pour un individu ou pour une femme) en 2007.
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aˆge Taux de Intensite´ de Intensite´ de Intensite´ de
fe´condite´ r(a) fe´condite´ b(a) mortalite´ d(a) mortalite´ dF (a)
15 0.001 0.0010005 0.00019 0.00011
16 0.002 0.002002 0.00024 0.00018
17 0.005 0.005012 0.00035 0.00018
18 0.01 0.01005 0.00045 0.00023
19 0.019 0.01918 0.00044 0.00023
20 0.031 0.03149 0.00056 0.00026
21 0.041 0.04186 0.00055 0.00026
22 0.052 0.053408 0.00051 0.00017
23 0.065 0.06721 0.00058 0.00030
24 0.079 0.0823 0.00054 0.00027
25 0.097 0.10203 0.00060 0.00024
26 0.116 0.12329 0.00064 0.00031
27 0.131 0.14041 0.00063 0.00033
28 0.143 0.1543 0.00062 0.00033
29 0.148 0.16017 0.00062 0.00034
30 0.149 0.16134 0.00064 0.00035
31 0.142 0.1531 0.00064 0.00034
32 0.131 0.1404 0.00075 0.00036
33 0.117 0.1244 0.00075 0.00042
34 0.102 0.1076 0.00085 0.00051
35 0.088 0.0921 0.00091 0.00052
36 0.073 0.0758 0.00104 0.00058
37 0.059 0.0608 0.00114 0.00071
38 0.047 0.04814 0.00122 0.00076
39 0.0036 0.0366 0.00125 0.00086
40 0.027 0.02737 0.00142 0.00089
41 0.019 0.01918 0.00162 0.00103
42 0.012 0.01207 0.00179 0.00114
43 0.007 0.007025 0.00188 0.00123
44 0.004 0.004008 0.00214 0.00144
45 0.002 0.0020025 0.00248 0.00154
46 0.001 0.0010005 0.00262 0.00165
47 0.001 0.0010005 0.00289 0.00182
Table 7.2 – Probabilite´ de fe´condite´, intensite´ de natalite´ et de mortalite´ en 2007
308
Chapitre 7. Projections de´mographiques et e´tude du proble`me des retraites
Le calcul du taux de reproduction net selon les deux me´thodes donnent R10 = 1.025 et
R20 = 2.042 qui sont tre`s proches de leur valeur critique. Ce taux de reproduction correspond
au nombre d’enfants par individu (hommes et femmes) dans le premier cas et au nombre de
filles par femme dans le deuxie`me cas. Cette quantite´ prend en compte le taux de natalite´
et le taux de mortalite´ jusqu’aux aˆges ou` la population cesse de se reproduire (pour les
femmes, de l’ordre de 45 ans). Avec ces valeurs de taux de reproduction en 2007, si les
taux de´mographiques e´taient constants, la population devrait converger vers un e´quilibre.
Ce raisonnement suppose normalement que les taux de´mographiques sont constants ce qui
n’est pas le cas en re´alite´. Cependant, cette e´tude permet tout de meˆme de souligner que
la population franc¸aise, comme la plupart des populations humaines, posse`de une structure
naturelle ne permettant ni une explosion ni une extinction brutale mais plutoˆt une e´volution
vers un e´quilibre stable. L’e´tude qualitative ne permet pas de de´crire la monotonie de la
taille de la population dans le futur puisqu’on est tre`s proche du cas critique. Il faut donc
mettre en place une e´tude quantitative plus pre´cise.
Remarque 7.4. On peut facilement e´tendre la notion de taux de reproduction net au cadre
microscopique comme cela e´te´ fait dans le chapitre 6 de la the`se. On de´finit un nouveau
taux de reproduction net par aˆge et par traits donne´ par :
X˜t(x, a) = (X
x,a
t , A
x,a
t ),
Rt0(X
x,a
t0
, Ax,at0 ) = E
(∫ +∞
t0
b(Xx,at , A
x,a
t , Y
b
t )e
− ∫ tt0 d(Xx,au ,Ax,au ,Y du )dudt
∣∣∣∣Ft0) ,
ou` le processus markovien X˜x,at de´crit l’e´volution dans le temps de l’aˆge et des traits d’un
individu d’aˆge a et de trait x en date 0. Cette quantite´ permet de conside´rer le nombre
d’enfants moyen d’un individu d’aˆge a et de trait x a` la date t0 jusque la fin de sa vie.
Cette nouvelle de´finition prend en compte le fait que les facteurs de´mographiques e´voluent
dans le temps et que les individus sont aussi caracte´rise´s par des traits qui peuvent e´voluer.
7.2.3 Projections de´mographiques sans immigration
Apre`s avoir analyse´ la situation de´mographique de la France en 2007, on ge´ne`re des sce´-
narios de la situation de´mographique dans le futur. On calibre les mode`les associe´s a` la
mortalite´ des femmes et des hommes (meˆmes sets de calibration que ceux du backtesting
du chapitre 5) et on simule un sce´nario des tables de mortalite´ jusqu’a` la date finale. On
utilise les intensite´ de mortalite´ d(a, t) = 1− exp(q(a, t)) ou` q repre´sente le taux de morta-
lite´. Cela revient a` supposer que la mortalite´ est uniforme sur une anne´e donne´e.
En l’absence de mode´lisation pertinente, on a maintenu le taux de natalite´ e´gal au taux de
natalite´ en 2007 avec un indice synthe´tique de fe´condite´ e´gal a` 2.04 pour les simulations. Il
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faudrait mode´liser l’e´volution de ce dernier pour des simulations encore plus inte´ressantes.
Dans un premier temps, on ne tient pas compte des catastrophes naturelles ni des flux
migratoires qui sont des phe´nome`nes de´mographiques importants. Cette premie`re e´tude
permet de de´terminer l’e´volution naturelle de la population en l’absence d’apport migra-
toire. Conside´rant un e´chantillon fictif de la population franc¸aise constitue´ d’environ 62000
personnes, on simule le processus d’e´volution de la population avec ces taux de´mographiques
(mortalite´ par sexe et natalite´). L’ide´e est de voir l’e´volution de la taille de la population
dans le temps ainsi que la pyramide des aˆges a` la date finale de projection.
Projections de´mographiques jusqu’en 2047
Les projections de´mographiques de la population franc¸aise jusqu’en 2047 fournissent un
panel de sce´narios ainsi qu’un sce´nario moyen d’e´volution. L’analyse des diffe´rents sce´narios
permet de de´crire le comportement du mode`le d’e´volution.
Sce´narios d’e´volution de population Chaque sce´nario d’e´volution de la population est
obtenu par le tirage d’une trajectoire des intensite´s de´mographiques et par le tirage d’une
trajectoire du processus d’e´volution utilisant ces intensite´s de´mographiques. On repre´sente
ici le cas de la simulation de plusieurs sce´narios d’e´volution de la taille de la population
jusqu’en 2047 (Voir Figure 7.11)
Figure 7.11 – Sce´narios d’e´volution de la taille de la population avec un sce´nario de
mortalite´ jusqu’en 2047
On teste aussi l’e´volution de la distribution des aˆges dans le temps. Pour cela, on repre´sente
plusieurs sce´narios de pyramide des aˆges en 2027 et 2047 (voir Figure7.12 et Figure7.13)
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Figure 7.12 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2027 avec un sce´nario de mortalite´
Figure 7.13 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2047 avec un sce´nario de mortalite´
En analysant ces graphiques, on se rend compte que notre mode`le simule des sce´narios de
dynamique de population dont la variabilite´ augmente a` mesure que le temps avance. Cette
variabilite´ est due a` la fois a` l’ale´a de la mortalite´ et a` l’ale´a du processus d’e´volution de
la population. La pyramide des aˆges en 2047 est elle aussi tre`s variable d’un sce´nario a`
l’autre avec des e´carts assez importants. De plus, en 2047, on se rend compte que la plupart
des sce´narios pre´voient un aˆge maximum de plus de 130 ans ce qui est assez inte´ressant :
si la mortalite´ continue a` baisser de la sorte, l’aˆge maximum pourra repousser ses limites
actuelles (124 ans avec Jeanne Calment en France). Ce mode`le ne tient pas compte d’un
e´ventuel aˆge limite que l’eˆtre humain ne pourra jamais de´passer. D’ailleurs, il est possible
qu’en re´alite´ la courbe des survivants se rectangularise au niveau de cet aˆge limite ce qui
constitue un grand de´bat entre de´mographes, me´decins et autres scientifiques s’inte´ressant
311
Chapitre 7. Projections de´mographiques et e´tude du proble`me des retraites
au sujet [22].
La structure de la pyramide des aˆges est tre`s irre´gulie`re alors qu’en pratique on souhaite
avoir une pyramide des aˆges assez ”smooth”. Afin d’y parvenir, on peut supprimer la source
d’ale´a lie´e aux taux de´mographiques stochastiques en conside´rant une mortalite´ moyenne
(moyenne sur 50000 simulations). Ainsi, il ne reste que l’ale´a du processus de naissance et
de mort ce qui permet de lisser les courbes. L’e´volution de la taille de la population et les
pyramides des aˆges sont plus re´gulie`res comme on peut le voir sur les figures Figure 7.14 a`
Figure 7.16.
Figure 7.14 – Sce´narios d’e´volution de la taille de la population avec une mortalite´ moyenne
jusqu’en 2047
Figure 7.15 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2027 avec une mortalite´ moyenne
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Figure 7.16 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2047 avec une mortalite´ moyenne
Sce´nario moyen de projection L’ale´a du processus d’e´volution est bien moins im-
portant que celui des taux de´mographiques. En prenant une moyenne sur 50 sce´narios de
projections (tout en conservant une mortalite´ moyenne calcule´e avec 10000 sce´narios), on
peut encore re´gulariser nos projections en supprimant l’ale´a du processus d’e´volution. Cet
ale´a est assez faible ce qui traduit la stabilite´ du mode`le de dynamique de population et il
faut faire une moyenne sur assez peu de sce´nario pour converger vers un sce´nario moyen.
L’e´volution e´tait de´ja` assez ”smooth” mais la pyramide des aˆges se re´gularise e´norme´ment
en faisant la moyenne sur les sce´narios.
Figure 7.17 – E´volution moyenne de la taille de la population avec une mortalite´ moyenne
jusqu’en 2047
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Figure 7.18 – Pyramide des aˆges moyenne en 2047 avec une mortalite´ moyenne
Le sce´nario moyen renseigne sur une pre´vision moyenne de l’e´volution de la population qui
devrait atteindre sa taille maximale vers 2042. Cependant, effectuer une moyenne de sce´na-
rios revient a` ne conside´rer qu’une partie de l’information disponible. D’ailleurs, le sce´nario
moyen ne refle`te pas force´ment un sce´nario d’e´volution possible puisqu’il correspond a` une
agre´gation de sce´narios.
D’ailleurs, la pyramide des aˆges moyenne a un aˆge limite largement infe´rieur a` celui d’un
sce´nario d’une pyramide des aˆges. En effet, les aˆges e´leve´s disparaissent en moyenne e´tant
donne´ que le nombre de personnes d’un aˆge donne´ est faible et est spe´cifique a` la re´alisation
du sce´nario. Lorsqu’on fait une moyenne sur un ensemble des sce´narios, cela supprime
ces cas exceptionnels de personnes vivantes a` un aˆge tre`s e´leve´. Le mode`le pre´voyait des
sce´narios pour lesquels certaines personnes de´passeraient des aˆges assez e´leve´s (supe´rieur a`
130 ans). Ainsi, afin d’analyser l’aˆge limite que le mode`le fournit, il faudra tenir compte des
sce´narios diffe´rents sce´narios plutoˆt que du sce´nario moyen qui ne fournit pas l’information
voulue. La moyenne de l’aˆge maximal est de l’ordre 125 ans alors que l’aˆge maximal du
sce´nario moyen est de l’ordre de 110 ans.
Projections de´mographiques jusqu’en 2097
Afin de de´crire le comportement a` tre`s long terme du mode`le, on s’inte´resse a` une e´volu-
tion jusqu’en 2097. A` l’horizon 2047, les sce´narios d’e´volution e´taient tout de meˆme assez
proches les uns des autres pour des sce´narios. Pour un horizon tre`s lointain, on voit qu’on
peut aboutir a` des situations tre`s diffe´rentes.
On conside`re a` nouveau le cas d’une mortalite´ stochastique avec une natalite´ statique et
aucune immigration. On analyse l’e´volution de la population jusqu’en 2097 et on regarde
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la pyramide des aˆges simule´e en date finale (voir Figure 7.19 a` Figure 7.22).
Figure 7.19 – Sce´narios d’e´volution de la taille de la population avec un sce´nario de
mortalite´ jusqu’en 2097
Figure 7.20 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2097 avec des sce´narios de mortalite´
Les re´sultats apparaissent tre`s inte´ressants du fait de la double stochasticite´ lie´e a` l’ale´a
des taux de´mographiques et l’ale´a du processus d’e´volution. Pour des sce´narios diffe´rents
de mortalite´, on obtient une e´volution de population comple`tement diffe´rente : se trouvant
proche du re´gime critique (R20 ∼ 2.05), la population peut continuer a` augmenter, se sta-
biliser ou commencer a` de´croˆıtre. Il est important de comprendre que les facteurs R10 et
R20 traduisent un comportement a` long terme (a` l’e´chelle des ge´ne´rations) mais qu’il est
difficile de tirer de l’information sur l’e´volution imme´diate de la structure de la population.
Par exemple, ce n’est pas parce que le facteur R20 est infe´rieur a` 2.05 que la population se
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met imme´diatement a` de´croˆıtre : il y a encore les personnes de plus de 47 ans qui vieillissent
plus longtemps mais qui n’interviennent pas dans le calcul du taux de reproduction net.
On peut a` nouveau prendre des taux de´mographiques moyens afin de re´gulariser ces courbes
de projections.
Figure 7.21 – Sce´narios d’e´volution de la taille de la population avec une mortalite´ moyenne
jusqu’en 2097
Figure 7.22 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2097 avec une mortalite´ moyenne
Afin d’obtenir un sce´nario moyen d’e´volution, on de´termine une moyenne de sce´narios de
taux de´mographiques que l’on inte`gre dans le mode`le. Bien que l’on conside`re des taux de´-
mographiques moyens, on observe diffe´rents types de sce´narios puisque le processus d’e´vo-
lution posse`de son propre ale´a. Cependant, les comportements sont similaires pour tous les
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sce´narios avec une e´volution croissante jusqu’en 2050 environ puis une de´croissance de la
taille de la population. Cela prouve que l’ale´a des taux de´mographique e´tait pre´ponde´rant
et que celui du processus d’e´volution est assez stable.
Ainsi, en ge´ne´rant un sce´nario moyen de mortalite´ sans immigration, la population fran-
c¸aise est amene´e a` de´croˆıtre a` partir de 2050 pour l’ensemble des sce´narios du processus
d’e´volution. Cette e´volution moyenne s’explique par le fait que les individus appartenant a`
la ge´ne´ration du Baby Boom vont de´ce´der a` mesure que le temps avance ce qui va impacter
fortement la taille de la population.
Il apparaˆıt tre`s important d’analyser non seulement le sce´nario moyen mais aussi les sce´na-
rios extreˆmes qui semblent donner des re´sultats assez diffe´rents. L’analyse de ces sce´narios
extreˆmes sera tre`s importante pour les gouvernements qui se doivent de prendre des me-
sures politiques concernant la de´mographie. On verra que le taux d’immigration est un
enjeu majeur dans le vieillissement de la population et dans le paiement des retraites.
Analyse des projections de´mographiques
Apre`s avoir fait une description qualitative des sce´narios, on quantifie les projections
de´mographiques afin de les analyser en de´tails.
Statistiques de projection
On introduit le concept du potential support ratio ou dependency ratio qui est une notion
de´mographique permettant d’interpre´ter la proportion de la population adulte (15/64) ans
par rapport aux personnes aˆge´es (≥ 65 ans). Ce ratio sera tre`s utile dans le syste`me des
retraites puisqu’il renseigne sur le nombre de personnes actives par personne inactive.
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 67.79 69.05 70.59
Pourcentage des plus de 60 ans 37.4 39.3 40.7
Potential Support Ratio 1.45 1.53 1.64
Nombre total de morts (millions) 21.35 22.49 23.66
Nombre total de naissance (millions) 29.03 30.43 32.3
Table 7.3 – Statistiques de projections
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On peut analyser les sce´narios de projections au travers des statistiques de projections.
En effet, on exploite l’information issue de l’ensemble des sce´narios sous forme d’un tableau
de statistiques. Ces statistiques fournissent une information centrale mais aussi des bornes
supe´rieures et infe´rieures en terme de quantiles, avec les quantiles extreˆmes a` 10% et 90%.
On tire des informations sur la structure de´mographique de la population dans le futur.
Dans le cas du sce´nario me´dian, on constate que la proportion des plus de 60 ans dans
la population devient tre`s importante avec environ 39.3% de la population. Le potential
support ratio est de 1.53 actifs pour un inactif ce qui re´ve`le un vieillissement majeur de
la population. On peut aussi interpre´ter l’effet de ”moyennisation” dans les statistiques de
projections.
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 67.76 68.09 68.4
Pourcentage des plus de 60 ans 39.7 39.9 40.1
Potential Support Ratio 1.49 1.50 1.51
Nombre total de morts (millions) 22.25 22.35 22.45
Nombre total de naissance (millions) 29.06 29.38 29.67
Table 7.4 – Statistiques de projections avec une mortalite´ moyenne
En conside´rant une mortalite´ moyenne issue du mode`le et non plus des sce´narios de
mortalite´, les simulations du processus de dynamique de population ont une variance assez
faible ce qui confirme le fait que le mode`le de dynamique est assez stable lorsque les taux
de´mographiques sont fixe´s. En effet, si on analyse par exemple la taille de la population, on
passe d’un intervalle de confiance de [67.79, 70.59] a` un intervalle de confiance [67.76, 68.4]
(voir Table 7.4). D’ailleurs, le fait que modifier la mortalite´ des individus va avoir un impact
sur le nombre de naissances bien que le taux de naissance soit suppose´ constant.
Sans apport migratoire, les projections de´mographiques de la France en 2050 re´ve`lent
un vieillissement important de la population. Par rapport a` la situation d’autres pays eu-
rope´ens, la France se porte plutoˆt bien a` condition que le taux de fe´condite´ se maintienne
au niveau actuel. Un taux de fe´condite´ e´leve´ permettrait de ralentir le vieillissement de la
population.
Impact des catastrophes naturelles
Pour information, on effectue aussi une projection jusqu’en 2050 en tenant compte dans
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notre mode`le d’e´ventuelles catastrophes telle que les pande´mies et les guerres (voir Table
7.5). E´videmment, ces sce´narios ne font en aucun cas office de pre´vision mais plutoˆt de
description d’e´ventuels sce´narios avec une probabilite´ associe´e au mode`le que l’on utilise.
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 67.04 68.46 69.98
Pourcentage des plus de 60 ans 37.5 39.2 40.7
Potential Support Ratio 1.44 1.53 1.64
Nombre total de morts (millions) 21.68 22.97 24.18
Nombre total de naissance (millions) 28.89 30.34 32.01
Table 7.5 – Statistiques de projections avec d’e´ventuelles pande´mies
L’analyse que l’on peut faire a` la vue des ces statistiques est intuitive. En incorporant
d’e´ventuelles catastrophes, il apparaˆıt e´vident que la mortalite´ sera a priori plus e´leve´e.
L’ensemble des sce´narios vont re´ve´ler une augmentation de la mortalite´ sans affecter pour
autant la natalite´. Par conse´quent la taille de la population diminue en moyenne de plus de
500000 personnes.
De plus, on a suppose´ que l’impact des pande´mies e´tait uniforme sur l’ensemble des aˆges
ce qui ne modifie quasiment pas la proportion des personnes aˆge´es dans la population. En
revanche, la mode´lisation de ces catastrophes ainsi que la calibration du mode`le sont a`
ame´liorer, mais ces re´sultats re´ve`lent une influence non ne´gligeable de la prise en compte
de pande´mies dans les projections a` un horizon lointain.
On ne peut pas comparer ces re´sultats avec les pre´visions INSEE e´tant donne´ qu’on
n’a pas pris en compte les flux migratoires dans cette premie`re mode´lisation. La politique
d’immigration a elle aussi un impact important sur la situation de´mographique dans le
futur comme on le verra dans la partie suivante.
7.2.4 Projections de´mographiques avec prise en compte de l’immigration
Dans cette partie, on inte`gre les flux migratoires a` la mode´lisation. L’historique du taux
d’immigration rend difficile de mode´liser une e´volution pertinente et on suppose dans un
premier temps un taux d’immigration constant dans le temps e´gal au taux d’immigration
en 2007.
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Simulation avec une immigration statique
En conside´rant un taux d’immigration par aˆge statique e´gal a` sa valeur en 2007, on
peut estimer quelle sera l’e´volution de la population ainsi que la pyramide des aˆges dans
les anne´es a` venir (voir Figure 7.23 et Figure 7.24). Le concept d’immigration individuelle
reste cohe´rent avec l’algorithme de simulation du processus d’e´volution.
Figure 7.23 – Sce´narios d’e´volution de la taille de la population avec un sce´nario de
mortalite´ jusqu’en 2047
Figure 7.24 – Sce´narios de pyramide des aˆges en 2047 avec diffe´rents sce´narios de mortalite´
Statistiques de projections et interpre´tations
On pre´sente les statistiques de projections associe´es a` cette e´volution ou` l’on autorise une
immigration statique, avec une e´ventuelle prise en compte de catastrophes naturelles (voir
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Table 7.6 et Table 7.7)
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 72.45 73.91 75.67
Pourcentage des plus de 60 ans 36 37.82 39.35
Potential Support Ratio 1.54 1.63 1.75
Nombre total de morts (millions) 21.5 22.68 23.91
Nombre total de naissance (millions) 31.07 32.47 34.41
Nombre d’immigre´s net (millions) 2.816 2.97 3.146
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 65.49 69 73.17
Table 7.6 – Statistiques de projections avec une immigration statique
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 71.56 73.12 74.94
Pourcentage des plus de 60 ans 36 37.8 39.2
Potential Support Ratio 1.54 1.63 1.75
Nombre total de morts (millions) 22.01 23.25 24.6
Nombre total de naissance (millions) 30.82 32.25 34.22
Nombre d’immigre´s net (millions) 2.8 2.951 3.133
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 65.11 68.63 72.86
Table 7.7 – Statistiques de projections avec une immigration statique et d’e´ventuelles
pande´mies
Que l’on prenne en compte les e´ventuelles catastrophes ou non, les estimations re´ve`lent
une situation de´mographique complexe. Les immigre´s s’ajoutent a` la population et per-
mettent d’augmenter le nombre de naissances. D’ailleurs, l’immigration modifie l’e´volution
long terme de la population dans la mesure ou` elle continue a` croˆıtre dans les anne´es 2050
alors qu’elle commenc¸ait a` diminuer sans immigration.
Malgre´ cet accroissement de la population, on peut tout de meˆme remarquer que la popu-
lation continue de vieillir avec un pourcentage des plus de 60 ans qui reste e´leve´ : 37.8% au
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lieu de 39.3% dans le cadre d’une e´volution sans apport migratoire. Par conse´quent, cette
politique d’immigration statique ne permet pas de changer significativement la structure
de´mographique de la population. Cela s’explique du fait que la conjoncture de´mographique
nous ame`ne ine´luctablement dans l’e`re du Papy Boom.
Cependant, l’immigration peut eˆtre mode´lise´e autrement qu’avec une immigration sta-
tique qui n’est pas re´aliste sur un horizon lointain. En re´alite´, le taux d’immigration est
relie´ a` une politique d’un gouvernement qui n’est pas fixe dans le temps. Ainsi, il faudrait
plutoˆt de´terminer un taux d’immigration chaque anne´e prenant en compte la structure de
la population de la population et permettant de satisfaire un crite`re de´mographique.
7.3 Proble`me des retraites et strate´gies possibles
La situation de´mographique des pays occidentaux est assez complexe dans la mesure
ou` le vieillissement a un impact e´conomique majeur sur la croissance et sur les proble`mes
des retraites. Le syste`me de retraite franc¸ais est interge´ne´rationnel dans la mesure ou` la
ge´ne´ration des actifs paient la retraite de la ge´ne´ration des inactifs. Il en re´sulte que le
re´gime des retraites est fortement influence´ par l’e´volution de la situation de´mographique.
7.3.1 Introduction au proble`me des retraites
La France posse`de un syste`me de retraite par re´partition qui est base´ sur un principe
de solidarite´ interge´ne´rationnelle. Avec les mutations du syste`me de retraite d’un grand
nombre de pays de´veloppe´s, on peut se poser la question de la viabilite´ d’un tel syste`me.
Avant la crise e´conomique de 2008, un projet de changement du syste`me de retraite avait
e´te´ envisage´ avec la cre´ation de fonds de pensions. En effet, la situation de´mographique
actuelle laisse penser qu’un tel syste`me ne pourra pas eˆtre efficace a` long terme et que
certaines mesures sont ne´cessaires.
L’E´tat se propose de cre´er un fond spe´cial pour participer au financement des retraites
futures. Afin de limiter le couˆt des retraites, l’E´tat doit adopter une strate´gie politique avec
la mise en place de certaines re´formes. Les solutions propose´es actuellement sont la mise
en place de fonds de pension, le recul de l’aˆge de de´part de la retraite et l’adoption une
politique d’immigration choisie.
Nous nous inte´ressons a` l’aspect de´mographique du proble`me des retraites. Nous essayons
d’e´tudier l’efficacite´ d’une immigration choisie ainsi que l’efficacite´ d’une re´forme sur l’aˆge
de de´part a` la retraite. Nous de´finissons le potential support ratio qui est une notion de´mo-
graphique inte´ressante renseignant sur la cotisation des retraites par la population active
dans un syste`me de solidarite´ interge´ne´rationnelle.
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Potential support ratio
Le ”potential support ratio” ou ”dependency ratio” est de´fini a` l’e´chelle internationale
comme le ratio du nombre de personnes d’aˆge compris entre 15 et 64 ans divise´ par le
nombre de personnes de plus de 65 ans. Actuellement, le niveau du potential support ratio
est de l’ordre de 4 ce qui est satisfaisant pour le paiement des retraites. Cependant, les
pre´visions a` l’horizon 2050 laissent supposer que le potential support ratio va descendre
en dessous de 2 selon l’INSEE et vers 1.7 selon notre mode`le. Les estimations de notre
mode`le sont le´ge`rement plus pessimistes que celles de l’INSEE concernant le vieillissement
de la population. Il existerait plusieurs moyens de maintenir une ”situation de´mographique
acceptable”. Nous essayons de caracte´riser une situation de´mographique acceptable et de
de´crire les moyens possibles pour y parvenir.
Il existe de nombreux objectifs de´mographiques qu’un gouvernement souhaiterait at-
teindre. Un premier objectif pourrait eˆtre de garder une taille de la population croissante
malgre´ une baisse de la natalite´. Un autre objectif pourrait eˆtre de conserver la proportion
des plus de 60 ans au dessus d’un niveau choisi. L’objectif le plus inte´ressant qui permettrait
d’assurer le paiement des retraites jusqu’a` un horizon donne´ serait de conserver un niveau
de ”potential support ratio” ou ”ratio de de´pendance” a` un niveau donne´. On va se focaliser
sur ce dernier objectif relatif au paiement des retraites.
Le potential support ratio est une notion de´mographique qui n’est pas si repre´sentative
du point de vue e´conomique. Cependant, des e´tudes re´ve`lent qu’un potential support ratio
de 3 serait satisfaisant dans la situation e´conomique actuelle en conside´rant le taux de
choˆmage, le produit national brut et d’autres facteurs e´conomiques [29]. Les de´mographes
et e´conomistes estiment que le taux de choˆmage devrait baisser avec les de´parts en masse a`
la retraite des baby-boomer. Avec la crise e´conomique de 2008, cette pre´diction n’est plus
tout a` fait d’actualite´ puisque le taux de choˆmage n’a pas encore diminue´ malgre´ les premiers
de´parts en masse a` la retraite. Bien que la situation de´mographique ide´ale soit un potential
support ratio e´gal a` 4, on estime qu’un potential support ratio de 3 est une situation
satisfaisante permettant d’avoir un syste`me des retraites par solidarite´ interge´ne´rationnelle
viable.
7.3.2 Impact des flux migratoires
Les projections de´mographiques jusqu’en 2050 de la section pre´ce´dente sont tout a` fait
alarmantes avec un vieillissement ine´luctable de la population. Le pourcentage du nombre
de personnes de plus de 60 ans ainsi que la statistique du niveau du potential support ratio
(plus spe´cifique aux retraites) atteignent des niveaux critiques.
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Dans un premier temps, on conside`re que le gouvernement ne dispose pas de richesse initiale
(pas de financement de retraites) et que l’aˆge de de´part a` la retraite est fixe´ a` 60 ans. On
cherche donc a` trouver une politique d’immigration afin de satisfaire un objectif a` un horizon
donne´.
Remarque 7.5. En fait, on peut faire un paralle`le avec les actifs financiers dans la me-
sure ou` le taux d’immigration correspondrait a` la strate´gie que le gouvernement doit adopter
afin de limiter les risques lie´s a` l’e´volution de la population. Le niveau d’immigration se-
rait l’analogie du grecque delta en finance qui permet une couverture des risques lie´s a` la
variation du prix de l’actif.
Un objectif potentiel est de maintenir un niveau de potential support ratio supe´rieur a` 3
jusqu’a` la date finale de projection. On cherche a` caracte´riser la distribution optimale des
immigrants de manie`re a` satisfaire ce crite`re. En effet, l’aˆge des migrants n’est pas uniforme
e´tant donne´ qu’il y a bien plus de migrants sur la tranche d’aˆge des 25/35 ans que pour les
autres tranches d’aˆges (voir Figure 7.8).
La premie`re distribution des migrants que l’on teste est la distribution des migrants en
2007 qui est celle que l’on a utilise´ pour les projections de´mographiques (section 3.4). On
peut voir que le taux d’immigration avec la distribution actuelle des immigrants par aˆge
n’apparaˆıt vraiment pas eˆtre un moyen envisageable ou meˆme vraisemblable de satisfaire
cet objectif. (voir Table 7.8).
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 228 252 274
Pourcentage des plus de 60 ans 29.4 29.78 30.02
Potential Support Ratio 3 3 3
Nombre total de morts (millions) 26 27.3 28.6
Nombre total de naissance (millions) 54.6 56.8 59.1
Nombre d’immigre´s net (millions) 141.2 162 179
Nombre d’immigre´s par an (millions) 3.28 3.76 4.16
Table 7.8 – Statistiques de projections avec une immigration statique et d’e´ventuelles
pande´mies pour maintenir un potential support ratio de 3 jusqu’en 2050
En effet, il faudrait un flux migratoire d’environ 3.7 millions par an, ce qui apparaˆıt
totalement impensable. Une immigration non re´fle´chie (uniforme dans la classe d’aˆge de la
population active 15/64 ans) est aussi invraisemblable comme le souligne la Table 7.9.
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Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 229 240 253
Pourcentage des plus de 60 ans 29.5 29.7 30.12
Potential Support Ratio 3 3 43
Nombre total de morts (millions) 26.9 28 29.2
Nombre total de naissance (millions) 53.2 55.2 57.7
Nombre d’immigre´s net (millions) 130 152 165
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 3.02 3.53 3.84
Table 7.9 – Statistiques de projections avec immigration uniforme des 15/64 ans et d’e´ven-
tuelles pande´mies pour maintenir un potential support ratio de 3 jusqu’en 2050
Une politique d’immigration uniforme sur la tranche d’aˆge des 15/64 ans fournit un niveau
d’immigration totalement invraisemblable. On va donc chercher a` modifier la distribution
des immigre´s en conside´rant le concept d’immigration choisie. Une immigration controˆle´e
qui n’autorise que l’immigration de personnes d’aˆges assez faibles permet d’optimiser l’im-
pact de l’immigration. En effet, un jeune immigrant qui s’inte`gre rapidement dans la socie´te´
fera parti de la population active et financera les retraites des inactifs plus longtemps. De
plus, la venue de jeunes immigrants augmentent aussi le nombre de naissances. Il n’est
cependant pas e´vident que les immigre´s s’inse`rent facilement dans la socie´te´ et trouvent un
travail rapidement. Il est d’ailleurs possible que l’immigration ait un impact ne´gatif et des
e´tudes pre´cises doivent eˆtre mene´es.
Remarque 7.6. Des e´tudes re´ve`lent que le taux de natalite´ et le taux de mortalite´ des
immigre´s sont supe´rieurs a` ceux des natifs [6, 12]. Les caracte´ristiques des immigre´s e´tant
diffe´rentes de celles des natifs, l’immigration modifie la structure de la population et ralentit
le vieillissement de la population. On ne prend pas en compte les taux de´mographiques des
immigre´s bien que cela soit tout a` fait pertinent.
L’ide´al serait de trouver une distribution optimale vraisemblable d’immigration qui per-
mettrait de ramener le nombre d’immigre´s a` un nombre assez cohe´rent avec les politiques
actuelles d’immigration. La distribution optimale mathe´matiquement serait a priori de n’au-
toriser que l’immigration de personnes aˆge´es de 15 ans afin qu’elles cotisent tout au long
de leur vie. Cela n’est d’ailleurs pas tout a fait exact lorsque l’horizon de projection est fixe´
e´tant donne´ l’influence du taux de fe´condite´ sur le nombre de naissance, qui de´pend aussi
de l’aˆge de l’individu. Cependant, cette politique d’immigration n’apparaˆıt pas vraiment
re´alisable en pratique puisqu’elle est totalement incohe´rente avec l’immigration actuelle et
qu’elle se re´ve´lerait eˆtre une politique tout a` fait inacceptable. Cette observation sugge`re
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une politique d’immigration choisie en autorisant l’immigration d’une tranche d’aˆge donne´e.
On de´crit les re´sultats que l’on obtiendrait en mettant en place une politique d’immigra-
tion ”choisie” sur une tranche d’aˆge. Dans un premier test, on autorise une immigration
uniforme sur la tranche d’aˆge des 15/20 ans ce qui est tre`s restreint. On conside`re ensuite
une immigration sur la tranche d’aˆge des 15/40 ans qui apparaˆıt eˆtre une politique plus
raisonnable.
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 114 121 127
Pourcentage des plus de 60 ans 26.1 26.4 26.7
Potential Support Ratio 3 3 3
Nombre total de morts (millions) 22.5 23.7 25
Nombre total de naissance (millions) 44.8 46.5 48.1
Nombre d’immigre´s net (millions) 31.8 37 41.1
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 723 841 934
Table 7.10 – Statistiques de projections avec immigration uniforme des 15/40 ans et d’e´ven-
tuelles pande´mies pour maintenir un potential support ratio de 3 jusqu’en 2050
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 114 119 124
Pourcentage des plus de 60 ans 22.3 22.6 22.8
Potential Support Ratio 3 3 3
Nombre total de morts (millions) 22.3 23.4 24.7
Nombre total de naissance (millions) 50.5 52.3 54.3
Nombre d’immigre´s net (millions) 26.2 29.4 32.1
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 595 668 730
Table 7.11 – Statistiques de projections avec immigration des 15/20 ans et d’e´ventuelles
pande´mies pour maintenir un potential support ratio de 3 jusqu’en 2050
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On voit qu’une immigration choisie permet de diminuer e´norme´ment le nombre d’immi-
gre´s ne´cessaire par rapport a` la politique d’immigration actuelle. La moralite´ d’une poli-
tique d’immigration choisie est source de nombreux de´bats, on e´tudie quelles seraient les
conse´quences d’une telle politique sur la structure de´mographique. Cependant, les chiffres
d’immigration restent encore trop e´leve´s ce qui rejette la solution base´e uniquement sur
l’immigration choisie. On va conside´rer une re´forme de l’aˆge de de´part a` la retraite associe´e
a` une politique d’immigration.
7.3.3 Impact de l’aˆge de de´part a` la retraite
Actuellement, de nombreux pays occidentaux repoussent l’aˆge de de´part a` la retraite afin
de contrecarrer les effets du vieillissement de la population. L’agence de notation Moody’s
estime que ”partir plus tard a` la retraite augmentera le revenu disponible des salarie´s, re´-
duira donc leur e´pargne ce qui stimulera la consommation donc la croissance”. La Gre`ce qui
a connu une crise e´conomique majeure au cours de l’anne´e 2010 a repousse´ l’aˆge de de´part
a` la retraite de 58 ans a` 67 ans. En France, deux seuils le´gaux s’imposent : l’aˆge minimum
de de´part a` la retraite est a` 60 ans et l’aˆge pour partir avec une retraite a` taux plein est a`
65 ans. Actuellement, des re´formes sont mises en place afin de repousser les aˆges de de´part
a` la retraite.
On rappelle que le potential support ratio est de´fini a` l’e´chelle internationale comme le ratio
du nombre de personnes d’aˆge compris entre 15 et 64 ans divise´ par le nombre de personnes
de plus de 65 ans. On mode´lise l’impact d’une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite sur
la de´finition du potential support ratio. En effet, repousser l’aˆge de la retraite de x anne´es
permet aux personnes de cotiser x anne´es de plus et de pouvoir partir a` la retraite x plus
tard. Par conse´quent, si on conside`re une re´forme qui repousse l’aˆge de la retraite de x
anne´es, il apparaˆıt naturel de de´finir un nouveau potential support ratio correspondant au
ratio des personnes d’aˆge compris entre 15 et 64 +x ans divise´ par les personnes ayant plus
de 65 + x ans.
Ainsi, si la France repousse l’aˆge de de´part a` la retraite de 5 anne´es, on suppose que la
de´finition du potential support ratio devient le rapport des 15 a` 69 ans divise´ par les plus
de 70 ans. Cette nouvelle de´finition du niveau du potential support ratio permet de tenir
compte des re´formes sur les retraites en conservant la notion du nombre d’actifs par inactifs.
On mode´lise le report de l’aˆge de de´part a` la retraite de 5 ans avec la modification sous-
jacente du potential support ratio. En conside´rant une immigration choisie, on cherche a`
voir quel va eˆtre le niveau annuel d’immigration suffisant permettant de satisfaire le crite`re
de´mographique.
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Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 84.7 90.1 96
Pourcentage des plus de 60 ans 30.3 31 31.6
Potential Support Ratio 3 3 3
Nombre total de morts (millions) 21.9 23.3 24.5
Nombre total de naissance (millions) 34.8 36 37.5
Nombre d’immigre´s net (millions) 12.6 16.6 20.4
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 287 377 463
Table 7.12 – Statistiques de projections avec un report de 5 ans de l’aˆge de de´part a`
la retraite, une immigration des 15/40 ans et d’e´ventuelles pande´mies pour maintenir un
potential support ratio de 3 jusqu’en 2050
Statistiques en 2050 Limite basse Sce´nario Limite haute
10% me´dian 90%
Indice conjoncturel de fe´condite´ 2.04 2.04 2.04
Taille de la population (millions) 83.7 89.2 94.5
Pourcentage des plus de 60 ans 29.7 30.3 30.8
Potential Support Ratio 3 3 3
Nombre total de morts (millions) 21.9 23.1 24.3
Nombre total de naissance (millions) 35 36.3 37.7
Nombre d’immigre´s net (millions) 10.9 14.9 18.5
Nombre d’immigre´s par an (milliers) 247 338 420
Table 7.13 – Statistiques de projections avec un report de 5 ans de l’aˆge de de´part a` la
retraite, une immigration uniforme des 15/20 ans et d’e´ventuelles pande´mies pour maintenir
un potential support ratio de 3 jusqu’en 2050
On observe que les niveaux d’immigration ont largement baisse´ pour atteindre un total
de 15 millions sur 43 ans soit un nombre d’immigre´s net e´gal d’un peu plus de 300000 par
an. Ce niveau est a` peine supe´rieur au niveau d’immigration des anne´es 70 et est donc tout
a` fait envisageable. On en de´duit qu’une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite associe´e
a` une immigration choisie pourrait permettre de maintenir une situation de´mographique
acceptable jusqu’en 2050 a` condition de maintenir un taux de fe´condite´ assez e´leve´.
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7.3.4 Analyse des solutions propose´es
Les tests que nous avons effectue´s pre´ce´demment servent a` donner une intuition sur
l’impact d’une strate´gie ou d’une politique. En effet, nous avons vu que l’immigration ne
permettait pas a` elle seule de modifier la situation de´mographique de la France. La combi-
naison d’une immigration choisie et d’une re´forme de l’aˆge de la retraite pourrait eˆtre une
solution envisageable.
Nous avons analyse´ le proble`me des retraites d’un point de vue purement de´mographique
ce qui n’est pas du tout suffisant. En effet, le proble`me est bien plus complexe et il faudrait
prendre en compte l’impact e´conomique du vieillissement de la population, la productivite´
du pays, le taux de choˆmage. De plus, il ne faut pas oublier que le gouvernement serait
e´ventuellement preˆt a` financer les retraites alors qu’on a conside´re´ un autofinancement du
syste`me interge´ne´rationnel.
7.3.5 Formulation mathe´matique du proble`me des retraites
Nous avons essaye´ de de´crire les solutions purement de´mographiques au proble`me des
retraites en utilisant la notion de potential support ratio. Nous avons analyse´ l’impact du
flux migratoire ainsi que de l’aˆge de de´part a` la retraite sur le niveau du potential support
ratio.
Nous abordons l’aspect e´conomique de ces solutions. L’ide´e est de de´finir e´conomiquement
ce qu’il faut entendre par une situation de´mographique ”acceptable” d’un point de vue e´co-
nomique. Cela consisterait par exemple a` donner un prix a` une unite´ de potential support
ratio et a` voir de combien le gouvernement peut se permettre de voir le niveau actuel di-
minuer.
En effet, le gouvernement serait par exemple preˆt a` financer une partie des retraites avec
une richesse initiale donne´e (en faisant e´ventuellement un preˆt) et il lui faudrait une strate´-
gie politique qui lui permette de conserver un niveau de potential support ratio acceptable.
Cette strate´gie consistera a priori a` fixer une richesse initiale, une politique d’immigration
ainsi qu’un aˆge de de´part a` la retraite dans le but d’assurer le paiement des retraites jusqu’a`
une date donne´e. D’un point de vue probabiliste, cela peut se voir comme un proble`me de
controˆle stochastique sous contraintes. Nous proposons pour information une mode´lisation
du proble`me d’optimisation sous-jacent.
On se place dans le cas d’une immigration globale avec un nombre moyen annuel d’im-
migre´s. On peut poser It =
∫ t
0 N(ds, da, dx) le processus ponctuel de Poisson de´crivant le
nombre d’immigre´s jusqu’a` la date t qui suit une loi de Poisson de parame`tre ρt ou` ρ est le
flux moyen annuel.
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Le seuil tole´re´ d’immigre´s par an est note´ A et le couˆt de la venue d’un immigre´ est note´ c.
On note Z¯t(dx, da) = Zt(dx, da)1{a>β} correspondant a` la distribution des personnes
ayant un aˆge supe´rieur a` β et Z˜t(dx, da) = Zt(dx, da)1{15Y <a<β} correspondant a` la distri-
bution des personnes ayant un aˆge compris entre 15 ans et β.
On peut de´finir l’aˆge de retraite maximum βmax avec par exemple βmax = 70 ans et le couˆt
d’une unite´ de potential support ratio par p.
Ainsi, on cherche a` regarder la fonction valeur J correspondant au couˆt d’une strate´gie
d’immigration associe´e a` une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite. On de´finit le processus
d’immigration I et on note β l’aˆge de de´part a` la retraite. La fonction valeur est donne´e
par l’expression suivante :
J(β, I, T ) = p
∫ T
0
(
< Z˜0, 1 >
< Z¯0, 1 >
− < Z˜s, 1 >
< Z¯s, 1 >
)
ds+ cIT .
On pourrait chercher a` minimiser la moyenne de ces couˆts sous certaines contraintes. L’ide´e
est de se fixer au de´part des valeurs acceptables pour le nombre maximal d’immigre´s par
an ainsi que l’aˆge maximal de de´part a` la retraite. Cela se rame`ne a` l’e´tude de la fonction
suivante :
v(A, βmax) = min
(βt,It)
E[J(βt, It, T )], sous la contrainte It ≤ A, β ≤ βmax.
On a de´crit ce proble`me de controˆle stochastique pour information afin de voir qu’il est
possible de faire une mode´lisation concre`te du proble`me des retraites et de l’immigration.
7.4 Conclusion
L’e´volution de la structure de la population des pays occidentaux est essentielle dans les
e´tudes de´mographiques et e´conomiques. Le mode`le microscopique de dynamique de popula-
tion permet d’obtenir un panel de sce´narios possibles dont l’analyse fournit des statistiques
sur les e´volutions possibles. La proprie´te´ micro/macro du mode`le permet d’avoir un com-
portement pertinent et cohe´rent a` l’e´chelle macroscopique.
Dans cette e´tude de´mographique, nous avons conside´re´ un mode`le stochastique de morta-
lite´ par aˆge ainsi qu’un taux de natalite´ statique. Il existe bien e´videmment de nombreuses
extensions avec la prise en compte de taux de´mographiques stochastique qui de´pendent
a` la fois de l’aˆge et de traits. Il faudrait aussi tenir compte de manie`re plus pre´cise des
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catastrophes naturelles dont la mode´lisation me´rite de nombreuses extensions. Les mo-
de`les de´crits dans les chapitres 5 et 6 permettent de traiter facilement un cadre ge´ne´ral.
Ne´anmoins, en l’absence de donne´es pertinentes, nous avons du effectuer les projections
de´mographiques dans un cadre plus restreint.
Les projections de´mographiques re´ve`lent que la population va vieillir ine´luctablement et
qu’il faut trouver une strate´gie afin de limiter son impact. L’immigration est une des solu-
tions conside´re´es et il faudrait un nombre tre`s e´leve´ d’immigre´s par an afin de modifier la
structure de´mographique. Il faudrait mener des e´tudes pre´cises sur l’immigration en analy-
sant l’insertion des immigre´s dans la socie´te´ et en estimant le taux de´mographique spe´cifique
aux immigre´s.
Le syste`me des retraites franc¸ais est un syste`me par solidarite´ interge´ne´rationnelle qui de´-
pend tre`s fortement de la structure de´mographique du pays. Le de´bat actuel sur ce re´gime
de retraite re´ve`le qu’il est ne´cessaire de trouver des solutions rapides pour ne pas que le
syste`me implose. Les solutions apporte´es sont une politique d’immigration choisie et une
re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite. Nous avons essaye´ d’analyser ces solutions d’un
point de vue de´mographique en utilisant le concept du potential support ratio. Cette e´tude
re´ve`le que l’immigration choisie ame´liore significativement la situation de´mographique mais
ne suffit pas a` elle seule a` re´soudre le proble`me. Nous avons e´tudie´ l’effet conjoint d’une
politique d’immigration choisie avec une re´forme sur l’aˆge de de´part a` la retraite et il ap-
paraˆıt que cette solution pourrait permettre de sauver de´mographiquement le re´gime des
retraites (du moins jusqu’en 2050).
Cette e´tude est bien e´videmment na¨ıve dans la mesure ou` le de´bat sur le syste`me des
retraites est bien plus complexe et de´pend de la situation e´conomique du pays avec le taux
de choˆmage, la productivite´ du pays, le produit national brut (PNB) et autres facteurs
de´terminants. L’analyse e´conomique concernant la viabilite´ du syste`me des retraites est
tre`s inte´ressante et est laisse´e a` des projets futurs de recherche. Il est d’ailleurs possible de
formuler un proble`me mathe´matique de controˆle stochastique qui prendrait en compte le
financement de l’E´tat avec la prise en compte du couˆt e´conomique de la venue d’un immigre´
et du vieillissement de la population.
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Chapitre 8
Risques financiers des produits
d’assurance vie
Introduction
Dans ce chapitre, nous e´tudions certaines applications financie`res de la mode´lisation des
risques de taux d’inte´reˆt, de mortalite´ et de longe´vite´. Le domaine de l’assurance vie est
un champ ide´al d’applications aux mode`les introduits dans les chapitres pre´ce´dents de la
the`se. En effet, les produits d’assurance-vie contiennent de nombreux risques dont le risque
de longe´vite´ qui est lie´ a` l’e´volution de la longe´vite´ des individus ainsi que certains risque
financiers [19]. Le risque de taux d’inte´reˆt est aussi important dans la mesure ou` l’e´che´ancier
des flux s’e´tend sur un horizon lointain. La gestion des produits d’assurance vie est un enjeu
majeur qui ne´cessite une compre´hension et une mode´lisation de chacun de ces risques.
Motivations
Les assurances posse`dent de nombreux produits de rentes ou de pensions qui contiennent
un nombre important de risques. Le risque de longe´vite´ inhe´rent a` ces produits provient de
la difficulte´ a` pre´dire l’e´volution dans le temps du nombre d’assure´s encore en vie.
Le risque de longe´vite´ a` l’e´chelle nationale correspond au risque syste´mique de longe´vite´
qu’il est important de quantifier pour l’e´tude des produits d’assurance vie [4, 15]. Ce risque
syste´mique est lie´ a` l’incertitude de l’e´volution dans le temps de la longe´vite´ des individus
d’un pays. Le premier enjeu pour la gestion du risque syste´mique est l’estimation de la dure´e
de vie d’un seul individu ce qui ne´cessite un mode`le de mortalite´. Un mode`le probabiliste
de mortalite´ permet de projeter des tables de mortalite´ nationale dans le futur en tenant
compte de l’e´volution de la mortalite´ dans le passe´. Il faut mode´liser l’e´volution dans le
temps de la mortalite´ nationale par aˆge et par sexe.
337
Chapitre 8. Risque financier des produits d’assurance vie
Le deuxie`me enjeu du risque syste´mique correspond a` l’e´tude de l’e´volution d’un e´chantillon
de la population nationale dans le temps. Afin d’estimer la structure des flux du portefeuille
de rentes, il faut estimer l’e´volution du nombre de survivants du portefeuille dans le temps.
Un mode`le d’e´volution de population permet de de´crire des sce´narios ainsi qu’un sce´nario
moyen d’e´volution de la population d’individus.
En plus du risque syste´mique de longe´vite´, les compagnies d’assurance doivent aussi ge´-
rer le risque spe´cifique de longe´vite´ inhe´rent aux produits d’assurance vie [29]. En effet,
les assure´s n’ont pas les meˆmes caracte´ristiques qu’un individu quelconque au sein de la
population nationale et il ne faut donc pas appliquer les meˆmes tables de mortalite´. La
mortalite´ des assure´s est ge´ne´ralement plus faible que la mortalite´ nationale dans la mesure
ou` leur niveau socioe´conomique est souvent supe´rieur au niveau socioe´conomique moyen. Ce
risque spe´cifique de longe´vite´ est aussi appele´ risque de base et il est assez difficile a` estimer.
Le marche´ e´mergent des produits financiers visant a` ge´rer le risque de longe´vite´ n’a pas
encore trouve´ sa place. De nombreux titres ou contrats (comme le ”BNP Bond”) n’ont pas
eu le succe`s attendu puisqu’ils ne re´pondent pas aux attentes des diffe´rents intervenants et
qu’ils ne permettent pas de couvrir le risque syste´mique et encore moins le risque spe´cifique
d’un produit d’assurance vie (voir Chapitre 4). A` cela s’ajoute la conjoncture actuelle avec
un risque de cre´dit important puisque la contrepartie qui vend un contrat long terme peut
faire de´faut durant la dure´e de vie du produit.
Non seulement les compagnies d’assurance doivent ge´rer le risque de longe´vite´, mais elles
doivent aussi faire face aux risques financiers inhe´rents a` leurs produits d’assurance vie dont
elles ne sont pas force´ment spe´cialistes. Le risque de taux d’inte´reˆt est le risque financier
principal sous-jacent aux portefeuilles de rentes mais certains produits comme les ”variable
annuities” contiennent de nombreux risques de marche´ [28]. L’e´volution du niveau des taux
d’inte´reˆt est une source majeure de risque pour le bilan des assureurs puisque l’actif de
ceux ci est constitue´ en grande partie de produits de taux d’inte´reˆt sur des pe´riodes tre`s
longues (principalement en obligations) afin d’assurer le paiement des rentes. Les compa-
gnies d’assurance cherchent un moyen de se de´barrasser de ce risque de taux d’inte´reˆt en le
transfe´rant a` une autre institution qui accepterait de le supporter.
Pre´sentation du chapitre
Dans une premie`re partie, nous de´crivons les mode`les que nous utilisons pour estimer le
risque de longe´vite´ en assurance vie. Nous nous inte´ressons plus pre´cise´ment a` la mode´lisa-
tion et a` la gestion des risques de mortalite´ et de longe´vite´ d’un portefeuille de rentes ou de
pensions dans la mesure ou` les assurances s’engagent a` verser une rente aux assure´s tout au
long de leur vie. Ainsi, les mode`les de mortalite´ et les mode`les de dynamique de population
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de´taille´s dans les chapitres 5 et 6 vont permettre de de´crire les sce´narios d’e´volution des
assure´s du portefeuille. En supposant l’inde´pendance entre taux d’inte´reˆt et longe´vite´, il
est possible de valoriser le portefeuille de rente comme la valeur actuelle nette du sce´nario
moyen des flux de rentes.
De plus, les mode`les de mortalite´ et de dynamique de population sont a` l’e´chelle de l’in-
dividu et il est possible de tenir compte d’informations pre´cises sur les individus dans
l’estimation du risque de base du portefeuille. En e´tudiant les caracte´ristiques individuelles
des assure´s du portefeuille, nous avons estime´ l’e´cart de mortalite´ de ces personnes avec le
niveau national de mortalite´ qui repre´sente un taux moyen. Cet e´cart de mortalite´ apporte
de l’information sur le risque de base du portefeuille de rente. Malgre´ le concept de mu-
tualisation des risques, les assureurs doivent ge´rer ce risque spe´cifique en conside´rant les
caracte´ristiques particulie`res des assure´s.
Nous nous inte´ressons aussi a` la gestion des risques des produits de rentes et de pensions.
Nous rappelons les produits qui ont e´te´ mis en place dans le but de ge´rer le risque de
longe´vite´ et nous analysons l’ensemble des difficulte´s lie´es a` la mise en place d’un marche´
de longe´vite´ pure. Les institutions posse´dant des produits d’assurance vie sont expose´es
naturellement au risque de longe´vite´ des assure´s qui est couple´ a` un risque de taux d’inte´reˆt
sur un e´che´ancier de dure´e tre`s importante. Ces institutions cherchent a` se de´barrasser du
risque financier tout en conservant le risque de longe´vite´. Quant aux banques, elles sont
spe´cialise´es dans la gestion du risque de taux d’inte´reˆt et pourraient supporter un risque de
taux sur une maturite´ longue. En revanche, les banques ne veulent pas supporter un risque
de longe´vite´ dans la mesure ou` elles ont une mode´lisation et une information limite´es dans
ce domaine. De plus, il n’existe actuellement pas de marche´ de longe´vite´ leur permettant
de couvrir ce risque associant a` la fois le risque syste´mique et le risque spe´cifique.
Nous nous rendons compte que de ce point de vue, les assurances et les banques ont poten-
tiellement des inte´reˆts en commun et qu’il serait possible de mettre en place un produit de
transfert de risque qui re´pond aux attentes de ces deux entite´s. Le produit doit permettre
de de´corre´ler le risque de taux d’inte´reˆt du risque de longe´vite´ et de transfe´rer uniquement
le risque financier. Nous rappelons dans un premier temps de nombreux concepts financiers
classiques. Enfin, nous introduisons la Longevity Nominal Chooser Swaption (LNCS) qui
est un produit spe´cifique que nous avons conside´re´ comme le plus adapte´ a` cette proble´ma-
tique. Ce produit permet a` la banque et a` l’assurance de ge´rer les risques dont elles sont
spe´cialistes. Les assureurs mode´lisent de leur coˆte´ le risque de longe´vite´ de son portefeuille
de rente et estiment des courbes de longe´vite´. Les banques utilisent ces courbes de longe´vite´
ainsi qu’un mode`le de taux d’inte´reˆt pour e´valuer le prix du produit. L’assurance pourra
transfe´rer la majeure partie de son risque de taux tout en conservant inte´gralement son
risque de longe´vite´. La banque quant a` elle doit seulement ge´rer un risque de taux d’inte´reˆt.
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Pour l’e´tude de la Longevity Nominal Chooser Swaption, nous proposons d’utiliser les mo-
de`les de dynamique de population et de mortalite´ par aˆge et par traits de´crits dans les
chapitres pre´ce´dents (Chapitre 5 et 6) afin d’analyser le risque de longe´vite´ du portefeuille
de rentes. Du point de vue de la banque, elle pourrait utiliser le mode`le de taux d’inte´reˆt
complexe (mode`le de Wishart du chapitre 3) pour l’e´valuation de ce produit 1. Cependant
l’e´valuation de ce produit exotique ne´cessite des me´thodes nume´riques assez complexes a`
mettre en œuvre dans le mode`le de Wishart. Par conse´quent, nous avons choisi dans une
premie`re e´tude d’utiliser le mode`le de Heath-Jarrow-Morton (HJM) [20] a` deux facteurs
qui est un mode`le de taux d’inte´reˆt assez simple permettant de prendre en compte certains
facteurs de risques de ce produit (comme la corre´lation des taux d’inte´reˆt) et d’interpre´ter
des re´sultats assez intuitifs sur ce produit.
8.1 Description de la mode´lisation du risque de longe´vite´
Nous rappelons tout d’abord le mode`le microscopique d’e´volution d’une population de´-
taille´ au chapitre 6 de cette the`se qui s’inspire de travaux innovants en e´cologie [16, 17,
31, 32]. Dans le cadre de l’assurance-vie, nous ne nous inte´ressons qu’aux de´ce`s et aux
e´ventuelles e´volutions de traits dans le temps. En effet, la natalite´ ne pre´sente pas d’enjeu
ve´ritable dans la mode´lisation des produits d’assurance vie. Nous de´crivons ensuite le taux
de mortalite´ individuel dont la pre´sentation est faite au chapitre 5.
8.1.1 Processus d’e´volution
Nous rede´finissons certains concepts lie´s a` la mode´lisation microscopique de la dynamique
de population. Notons MP (E) l’ensemble des mesures ponctuelles sur E. Nous de´finissons
un espace de traits χ muni d’une mesure de re´fe´rence P et l’aˆge des individus est a` valeurs
dans R+. Notons χ˜ = χ× R+ l’espace des caracte´ristiques des individus associant l’aˆge et
les traits. Un individu sera donc caracte´rise´ par une mesure de Dirac en (x, a) ∈ χ˜.
Afin de de´crire le processus d’e´volution de la population, nous de´finissons sur l’espace
probabilise´ (Ω,F ,P) les e´le´ments ale´atoires inde´pendants suivants :
• La population initiale Z0 ∈MP (χ˜) de taille finie est une mesure ponctuelle telle que
E(< Z0, 1 >) <∞.
• Q(ds, di, dθ, dx′) est une mesure ponctuelle canonique de Poisson sur R+ × Ξ :=
R+×N∗×R+×χ et d’intensite´ ds n(di) dθ P (dx′). ds repre´sente le temps, n(di) est
la mesure de comptage sur N∗ qui se´lectionne un individu, dθ de´termine l’e´ve´nement
se produisant et P (dx) est la mesure de re´fe´rence sur χ.
1. Nous remercions l’e´quipe de recherche R&D du Cre´dit Agricole CIB pour nous avoir permis d’utiliser
diffe´rentes librairies utiles a` l’e´valuation du produit
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• Les facteurs exoge`nes Y dt et Y et sont des facteurs communs a` l’ensemble de la po-
pulation (a` l’e´chelle de la population et non pas a` l’e´chelle de l’individu), qui sont
inde´pendants de Q, de Z0 et qui sont inde´pendants entre eux.
Notons (Ft)t∈R+ la filtration canonique engendre´e par Z0, Q et par les facteurs, Y d et Y e.
Nous de´finissons un processus d’e´volution de population Z a` valeurs dans MP(χ˜) dont
l’e´volution est de´crite par :
Zt =
N0∑
i=0
δ(Xi(Z0),Ai(Z0)+t) +
∫ t
0
∫
Ξ
1i≤Ns−
[
−δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s) 10≤θ<m1(s,Zs− ,i,x′ )
+ (δ(x′ ,Ai(Zs− )+t−s) − δ(Xi(Zs− ),Ai(Zs− )+t−s)) 1m1(s,Zs− ,i,x′ )≤θ<m2(s,Zs− ,i,x′ )
]
Q(ds, di, dθ, dx
′
),
ou` Xi(Zt) et Ai(Zt) correspondent respectivement aux traits et a` l’aˆge de l’individu i de la
population a` la date t et ou` :
m1(s, Zs− , i, x
′
) = d
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
d
s
)
kd(Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′
).
m2(s, Zs− , i, x
′
) = m1(s, Zs− , i, x
′
) + e (Xi(Zs−), Ai(Zs−), Y
e
s ) k
e
(
Xi(Zs−), Ai(Zs−), x
′)
.
Le taux de´mographique d(x, a, Y bt ) repre´sente le taux de mortalite´ qui de´pend des caracte´-
ristiques de l’individu (son aˆge a et ses traits x) et d’un facteur Y dt commun l’ensemble de la
population. Ce facteur Y dt , e´ventuellement stochastique, caracte´rise l’e´volution du taux de
natalite´ dans le temps. De meˆme, le taux d’e´volution des traits est repre´sente´ par e(x, a, Y et ).
Les e´ve`nements affectant la population sont les de´ce`s et l’e´volution de traits. Les occurrences
sont mode´lise´es a` l’aide d’une mesure ponctuelle de Poisson. Entre deux e´ve´nements, les
individus vieillissent continuˆment avec le temps.
Remarque 8.1. L’ensemble des proprie´te´s mathe´matiques, l’ensemble des hypothe`ses sur
les taux de´mographiques ainsi que la me´thode de simulation du processus sont de´crits au
chapitre 6 de la the`se.
8.1.2 Lien Micro/Macro
Contrairement a` de nombreux mode`les macroscopiques de dynamique de population, ce
mode`le est un mode`le microscopique qui de´crit l’e´volution d’une population a` l’e´chelle de
l’individu. La mode´lisation microscopique pre´sente de nombreux avantages meˆme si elle est
plus complexe a` mettre en œuvre [22].
La mode´lisation microscopique permet de tenir compte d’informations pre´cises sur chaque
individu et fournit des informations plus riches en sortie. De plus, la mode´lisation est ale´a-
toire et l’analyse des sce´narios permet d’obtenir a` chaque date un intervalle de confiance sur
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le nombre de survivants. Contrairement a` l’utilisation classique de mode`les microscopiques
en de´mographie, nous conside´rons la population comple`te des assure´s dont nous connaissons
pre´cise´ment certaines informations et non pas un e´chantillon fictif de la population.
De plus, cette mode´lisation microscopique posse`de l’avantage majeur d’e´tablir un lien mi-
cro/macro pertinent. Lorsque la taille de la population est grande, le mode`le microscopique
peut eˆtre approche´ par un mode`le macroscopique pertinent. En effet, lorsque la taille de
la population tend vers l’infini, le processus d’e´volution converge vers un processus solu-
tion presque suˆre d’une e´quation aux de´rive´es partielles stochastiques (voir Chapitre 6) qui
ge´ne´ralise l’e´quation de McKendrick-Von Foerster classique en de´mographie [33, 34]. Cela
prouve que le mode`le microscopique posse`de de bonnes proprie´te´s d’e´volution.
L’intensite´ de mortalite´ d est mode´lise´e afin de caracte´riser au mieux la mortalite´ des
individus qui e´volue dans le temps. En fait, ici d correspond plutoˆt a` une intensite´ de
mortalite´. Le taux de mortalite´ q est de´crit par un mode`le de mortalite´ ge´ne´ralisant le
mode`le de Cairns par aˆge a` deux facteurs a` un mode`le par aˆge et par traits. Nous rappelons
le lien existant entre l’intensite´ de mortalite´ d et le taux de mortalite´ q.
8.1.3 Mode´lisation d’un taux de mortalite´ individuel
De nombreux mode`les stochastiques de mortalite´ existent dont les plus classiques sont
les mode`les de Cairns [7, 8] et de Lee Carter [24, 25] avec l’extension a` des mode`les affines
[30] e´ventuellement de type Wishart [18]. Nous e´tendons ce type de mode`le a` l’e´chelle de
l’individu afin de tenir compte de toute l’information disponible et nous mode´lisons l’oc-
currence d’e´ve´nements catastrophiques.
Certaines caracte´ristiques individuelles ont un impact important sur le niveau de mortalite´
comme la cate´gorie sociale, le niveau d’e´ducation, le statut matrimonial pour n’en citer que
quelques unes [23]. La calibration du mode`le sur les donne´es de l’E´chantillon De´mographique
Permanent (EDP) ainsi que l’impact de ces caracte´ristiques a e´te´ e´tudie´ en de´tails dans le
chapitre 5. Rappelons la mode´lisation stochastique du taux de mortalite´ individuel.
Notons A = {Al, 1 ≤ l ≤ N} la partition des classes d’aˆge ou` l’entier N correspond au
nombre de tranches d’aˆge dans le mode`le. Le taux de mortalite´ q(x, y, a, t) correspond a` la
probabilite´ de de´ce`s a` la date t d’un individu de traits x = (xi)1≤i≤Mx d’aˆge a vivant dans un
environnement (ou une re´gion) de caracte´ristiques y = (yi)1≤i≤My . En fait, cette re´gression
logistique sur chaque tranche d’aˆge peut s’e´crire comme suit. ∀l ∈ {1, .., N}, ∀a ∈ Al,
logit(q(x, y, a, t)) = α1(t) + aα2(t) +
Mx∑
i=1
βli(t)
>xi +
My∑
j=1
γlj(t)
>yj +Bt(p)Et(λ).
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La signification pre´cise de chacune de ces variables et de ces parame`tres, l’e´tude du mode`le
ainsi que sa calibration sont de´taille´es au chapitre 5 de la the`se. Rappelons tout de meˆme
l’interpre´tation de ces variables.
• Les variables yi correspondent aux variables qui de´crivent les caracte´ristiques d’envi-
ronnement.
• Les variables xi correspondent aux variables qui de´crivent les caracte´ristiques indivi-
duelles explicatives (les traits) d’un individu i.
• De´signons Nx,i le nombre de classes au sein de la variable individuelle xi et Ny,i
le nombre de classes au sein de la variable globale yi. Les variables peuvent eˆtre
quantitatives avec une seule classe ou cate´gorielles avec un certain nombre de classes.
• Les coefficients (βli)( 1≤i≤Mx
1≤l≤N
) et (γli)( 1≤i≤My
1≤l≤N
) correspondent aux coefficients de la re´-
gression logistique, les premiers e´tant associe´s aux traits individuels et les autres aux
variables globales d’environnement.
• Bt est une loi de Bernoulli tire´e a` l’instant t dont la probabilite´ p correspond a` la
probabilite´ moyenne d’occurrence de la catastrophe. La loi Et est une loi exponentielle
dont le parame`tre λ correspond a` l’inverse de l’intensite´ moyenne de la catastrophe
(la moyenne d’une loi exponentielle est l’inverse du parame`tre).
L’e´ve´nement des catastrophes naturelles affecte fortement la mortalite´ et il existe d’ailleurs
des produits de´rive´s permettant un couverture de ce type d’e´ve´nements [10]. Ces phe´no-
me`nes exceptionnels sont pris en compte en conside´rant une composante supple´mentaire
du taux de mortalite´ comme cela est fait dans les e´tudes biologiques ou certaines e´tudes
de´mographiques. Par conse´quent, il faut trouver des informations sur le taux d’occurrence
de ces e´ve´nements rares.
Les courbes de mortalite´ re´ve`lent des variations naturelles autour d’une tendance ainsi
que des variations exceptionnelles explique´es par des e´ve´nements exceptionnels comme les
pande´mies, les guerres et les catastrophes naturelles. Il apparaˆıt important de prendre ce
phe´nome`ne en compte dans les projections de´mographiques a` long terme. La mode´lisation
classique consiste a` mode´liser la surmortalite´ due a` ces e´ve´nements sous la forme d’un
produit d’une composante fre´quence par une composante intensite´. Certains experts de
l’OMS estiment qu’il y a eu 31 e´ve´nements de mortalite´ catastrophique sur les 420 dernie`res
anne´es soit en moyenne 7.38 e´ve´nements par sie`cle. Ces donne´es permettent de calibrer les
parame`tres p et λ de´crivant l’occurrence et l’impact des e´ve´nements catastrophiques.
Lien entre le taux de mortalite´ q et l’intensite´ de mortalite´ d
La notion de taux de mortalite´ est diffe´rente de l’intensite´ de mortalite´ du mode`le de
dynamique de population. Le taux de mortalite´ classique q(x, a, Y dt ) correspond a` la pro-
babilite´ d’un individu (x, a) de de´ce´der au cours de l’anne´e t et peut eˆtre relie´ a` l’intensite´
de mortalite´ d(x, a, Y dt ) a` l’aide de la fonction de survie.
343
Chapitre 8. Risque financier des produits d’assurance vie
En effet, la probabilite´ de survie St(x, a, t+ 1) d’un individu d’aˆge a et de trait x a` la date
t pendant une pe´riode d’un an s’exprime en fonction du taux de mortalite´ d(a, x, Y dt ) sous
la forme suivante
St(x, a, t+ 1) = exp
(
−
∫ t+1
t
d(x, a− t+ u, Y du ) du
)
.
Or, l’expression de la survie d’un individu pendant l’anne´e t en fonction du taux de mortalite´
q (au sens classique) est aussi donne´e par :
St(x, a, t+ 1) = 1− q(x, a, Y dt ).
En identifiant cette expression avec l’expression pre´ce´dente, et en faisant l’approximation
d’une force de mortalite´ d constante sur une anne´e, on obtient la relation suivante :
d(x, a, Y dt ) ∼ ln
(
1
1− q(x, a, Y dt )
)
.
8.2 E´tude du risque de longe´vite´ d’un portefeuille de rente
De nombreuses e´tudes concernent le risque de longe´vite´ des portefeuilles de rentes en
utilisant diffe´rents mode`les de mortalite´ comme le mode`le de Lee Carter [19], le mode`le de
Cairns [7] ainsi que des mode`les affines [5, 13, 14, 27]. Nous associons le mode`le de mor-
talite´ par aˆge et par traits au mode`le microscopique d’e´volution afin de tenir compte des
caracte´ristiques individuelles. Nous de´crivons la valorisation d’un portefeuille de rente et
l’estimation de son he´te´roge´ne´ite´. L’analyse de l’e´volution dans le temps du nombre d’as-
sure´s encore en vie permet d’e´valuer le portefeuille de rentes.
Ces mode`les a` l’e´chelle de l’individu sont pertinents dans la mesure ou` ils tiennent compte
d’informations importantes sur l’individu et que leur comportement est cohe´rent a` grande
e´chelle (voir Chapitres 6 et 7). Ces mode`les sont adapte´s a` l’e´tude du risque de base d’un
portefeuille puisqu’ils permettent de quantifier la mortalite´ spe´cifique des assure´s et d’en
tenir compte dans la valorisation du portefeuille. En effet, la mortalite´ des assure´s e´tant
ge´ne´ralement plus faible que la mortalite´ nationale, l’e´volution du portefeuille sera elle aussi
diffe´rente ce qui de´finit le risque de base.
8.2.1 E´valuation du risque syste´mique de longe´vite´
On s’inte´resse au risque syste´mique de longe´vite´ associe´ a` un portefeuille de rentes en
conside´rant en 2007 un portefeuille de 10000 personnes de 60 ans. En injectant les taux de
mortalite´ prospectifs dans le mode`le de dynamique de population, on obtient une e´volution
moyenne de la population. Cette e´volution va correspondre financie`rement a` l’estimation
de la se´rie moyenne de flux qu’un assureur ou qu’un fond de pension s’engage a` verser.
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On repre´sente pour une e´volution du nombre de survivants, les quantiles a` 5% et 95%
de l’e´volution de ce portefeuille qui sont calcule´s a` partir de 10000 sce´narios d’e´volution
du portefeuille. On distingue les hommes des femmes qui ont des niveaux de mortalite´
diffe´rents.
Figure 8.1 – Calcul des flux moyens a` verser pour un portefeuille de rentes de 10000
hommes et estimation des flux extreˆmes avec les quantiles a` 5% et 95%
Figure 8.2 – Calcul des flux moyens a` verser pour un portefeuille de rentes de 10000
femmes et estimation des flux extreˆmes avec les quantiles a` 5% et 95%
L’e´tude de ces graphiques renseigne sur le sce´nario central d’e´volution mais aussi sur l’in-
certitude lie´e a` l’e´volution de la longe´vite´ dans les anne´es a` venir. En effet, les quantiles
extreˆmes d’e´volution sont repre´sente´s par une courbe infe´rieure et une courbe supe´rieure
qui forment un espace de confiance d’e´volution. Pour des situations non extreˆmes, la courbe
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d’e´volution du nombre d’assure´s vivants appartient a` l’enveloppe convexe de´limite´e par ces
deux courbes.
On peut remarquer la diffe´rence qui existe entre la longe´vite´ des hommes et des femmes.
Cet e´cart de longe´vite´ explique la diffe´rence de valorisation importante entre les rentes
des hommes et celles des femmes. Par exemple, dans le sce´nario central, la population des
hommes est diminue´e de moitie´ en 2038 alors que celle des femmes est diminue´e de moitie´
en 2040. On repre´sente sur la Figure 8.3 les diffe´rences d’e´volution entre les hommes et les
femmes.
Figure 8.3 – Flux moyens d’un portefeuille pour 10000 femmes et pour 10000 hommes
8.2.2 E´tude de l’he´te´roge´ne´ite´ du portefeuille
Apre`s avoir e´tudie´ le risque syste´mique du portefeuille de rentes, nous nous inte´ressons
au risque spe´cifique (risque de base) re´sultant de l’he´te´roge´ne´ite´ du portefeuille. Les ca-
racte´ristiques des individus modifient la valorisation du portefeuille dans la mesure ou` le
taux de mortalite´ aux aˆges e´leve´s est largement impacte´ par certaines caracte´ristiques.
Nous prenons l’exemple d’une population ferme´e de 10000 assure´s de 60 ans qui ont tous
une meˆme caracte´ristique donne´e comme cela pourrait eˆtre le cas pour un portefeuille de
rentes. Nous analysons l’influence des caracte´ristiques sur la mortalite´ aux aˆges relative-
ment e´leve´s puisque les assure´s ont plus de 60 ans. Nous comparons les se´ries de flux de
rentes selon les valeurs prises par les caracte´ristiques en distinguant le cas des hommes de
celui des femmes. Cette proce´dure permet d’estimer l’influence de la valeur du trait sur la
valorisation de ce portefeuille de rentes.
346
Chapitre 8. Risque financier des produits d’assurance vie
Influence de la cate´gorie socioprofessionnelle (CSP)
Le niveau socioe´conomique d’un individu peut eˆtre mode´lise´ de plusieurs fac¸ons. En
Angleterre, les compagnies d’assurance utilisent souvent le syste`me ”postcode” qui estime
le niveau socioe´conomique de l’individu en fonction de son lieu de re´sidence [3]. On conside`re
ici la cate´gorie socioprofessionnelle (CSP) pour laquelle on a pu se procurer des donne´es
et on e´value l’impact de cette variable sur la valorisation des portefeuilles de rentes. On
pre´cise que l’on ne tient pas compte d’une e´ventuelle e´volution de la cate´gorie sociale dans
la mesure ou` elle est caracte´rise´e a` l’aˆge de la retraite par la profession exerce´e durant la
vie de l’assure´.
Figure 8.4 – Flux moyens d’un portefeuille constitue´ de 10000 hommes de 60 ans qui ont
tous une CSP donne´
Figure 8.5 – Flux moyens d’un portefeuille constitue´ de 10000 femmes de 60 ans qui ont
tous une CSP donne´
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On a opte´ pour une classification des cate´gories socioprofessionnelles prenant en compte
l’indice standardise´ de mortalite´ par CSP produit par l’INSEE
• inactifs (hors retraite´s) et non de´clare´s (donne´es non exploitables) : CSP0
• cate´gories ”supe´rieures” (cadres et professions intellectuelles supe´rieures, artisans,
commerc¸ants, chefs d’entreprise, professions interme´diaires, agriculteurs) : CSP1
• cate´gories ”infe´rieures” (employe´s et ouvriers) : CSP2
Ces graphiques re´ve`lent que la cate´gorie socioprofessionnelle n’a pas une influence impor-
tante sur la valorisation du portefeuille de rentes que ce soit pour les hommes ou pour les
femmes. On savait que la structure des cate´gories socioprofessionnelles avait peu d’influence
sur les femmes (chapitre 5). On remarque ici que l’influence est aussi limite´e pour l’homme
car on se focalise sur les aˆges e´leve´s. La cate´gorie socioprofessionnelle a une importance
dans la longe´vite´ de l’homme surtout parce qu’elle diminue sa mortalite´ dans les aˆges ac-
tifs (jusque 65 ans). Apre`s 65 ans, les e´carts diminuent tre`s rapidement pour ne plus eˆtre
vraiment significatifs.
Influence du niveau de diploˆme
L’impact du niveau d’e´ducation est mesure´ par le niveau de diploˆme. On distingue les
individus ayant un niveau de diploˆme supe´rieur a` un BAC + 2 des individus ayant un
diploˆme infe´rieur a` ce niveau. Le chapitre 5 re´ve`le une influence du niveau d’e´ducation sur
le niveau de mortalite´, et ceci jusque des aˆges assez e´leve´s. Ici encore, la variable d’e´ducation
est une variable fixe dans la mesure ou` elle ne change pas au cours de la vie adulte d’un
individu (a` partir de 30 ans du moins).
Figure 8.6 – Flux moyens d’un portefeuille constitue´ de 10000 hommes de 60 ans qui ont
tous un niveau de diploˆme donne´
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Figure 8.7 – Flux moyens d’un portefeuille constitue´ de 10000 femmes de 60 ans qui ont
tous un niveau de diploˆme donne´
On remarque que le niveau de diploˆme a une influence significative sur la mortalite´ aux
aˆges e´leve´s. De plus, cette influence est d’un ordre comparable pour l’homme et la femme.
La variable de l’e´ducation est donc un moyen inte´ressant de prendre en compte le statut
socioe´conomique.
Influence du statut matrimonial
En assurance, il existe des diffe´rences significatives de rentes selon le statut matrimonial
de l’individu. On sait que cette variable a une influence importante aux aˆges e´leve´s dans la
mesure ou` le mariage est protecteur en comparaison du divorce et du veuvage.
Figure 8.8 – Flux moyens d’un portefeuille constitue´ de 10000 hommes de 60 ans qui ont
tous un statut matrimonial donne´
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Figure 8.9 – Flux moyens d’un portefeuille constitue´ de 10000 femmes de 60 ans qui ont
tous un statut matrimonial donne´
Ces graphiques re´ve`lent une influence majeure du statut matrimonial sur la valorisation
d’un portefeuille de rentes, en particulier chez les hommes ou` les veufs et les divorce´s sont
fortement de´savantage´s par rapport aux hommes marie´s. Elle apparaˆıt eˆtre la caracte´ris-
tique la plus discriminante en terme de longe´vite´. Cependant, on a conside´re´ que le statut
matrimonial e´tait une variable fixe. Il faut tenir compte de l’e´volution du statut matrimo-
nial dans le temps, ce qui modifiera les se´ries de flux a` venir.
En tenant compte de l’e´volution du statut matrimonial au cours de la vie de l’assure´, les
e´carts de mortalite´ seraient re´duits. Il existe des taux de divorce en fonction de la dure´e de
mariage par exemple (voir Chapitre 7, Section 2.4), et il est possible de mode´liser l’occur-
rence des divorces.
Le veuvage peut eˆtre pris en compte de plusieurs manie`res. Une premie`re ide´e est d’e´valuer
une probabilite´ individuelle de veuvage mais cette e´valuation est difficilement re´alisable
du fait de la de´pendance importante de cette probabilite´ par rapport aux caracte´ristiques
du conjoint. Aussi, une autre manie`re naturelle de mode´liser le veuvage est de de´crire
les caracte´ristiques du conjoint de l’assure´ et de simuler son e´volution simultane´e dans le
temps. Lorsque le conjoint de´ce`de, l’assure´ devient veuf. Cette mode´lisation renseigne sur
l’e´volution du statut matrimonial de l’assure´.
Bilan sur le risque de base
Ces mode`les d’e´volution par aˆge et par traits permettent de valoriser les portefeuilles de
rentes et d’estimer le risque de base re´sultant de l’he´te´roge´ne´ite´ du portefeuille. On s’est
limite´ a` un portefeuille de personnes aˆge´es de 60 ans et de caracte´ristiques donne´es. On
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aurait pu avoir un portefeuille totalement he´te´roge`ne avec diffe´rents aˆges et diffe´rentes ca-
racte´ristiques individuelles, mais cela n’aurait pas e´te´ pe´dagogique a` moins d’avoir acce`s
aux donne´es d’un portefeuille de rentes re´el.
De plus, graˆce a` cette mode´lisation microscopique, il est aussi possible de distinguer chaque
individu et de conside´rer que certains individus ont des poids plus importants que d’autres
sur la valeur du portefeuille. En effet, en de´crivant le montant de la cotisation de chaque
individu, l’impact du de´ce`s d’un individu sur les flux rentes du portefeuille va de´pendre de
son nominal de rente.
8.3 Introduction a` la couverture de produits d’assurance vie
Nous allons essayer de comprendre les diffe´rents risques mis en jeu et les objectifs des
assureurs concernant la gestion de ces risques. Nous verrons qu’il est difficile de mettre en
place des produits de couverture du risque pur de longe´vite´. Nous analyserons aussi les
me´thodes de transfert de risque de taux des produits d’assurance vie.
8.3.1 Compre´hension et gestion des risques en assurance vie
Les produits d’assurance vie ont une composante longe´vite´ et une composante financie`re
dont le risque de taux d’inte´reˆt. Afin de bien comprendre la spe´cificite´ des risques d’un
produit d’assurance vie, on conside`re l’exemple d’un portefeuille de rentes de femmes fran-
c¸aises qui ont 60 ans pour lequel l’assurance doit payer a` chaque assure´e une rente durant
sa vie.
La compagnie d’assurance est tout d’abord expose´e au risque de longe´vite´ dans la mesure
ou` les flux de´pendent du nombre de survivants. Une des caracte´ristiques principales de ce
risque est son horizon tre`s long. En effet, les assure´s de 60 ans ont une espe´rance de vie de
l’ordre de 25 ans et la dure´e de vie de ce produit financier est de l’ordre de 45 ans, temps au
dela` duquel la quasi totalite´ des assure´s sont de´ce´de´s. Le montant des flux a` verser diminue
de moitie´ au bout d’une vingtaine d’anne´es et baisse significativement a` partir de 30 ou
40 ans. Ne´anmoins, les flux du produit restent tout de meˆme importants et le risque long
terme de longe´vite´ est par conse´quent difficile a` couvrir.
Gestion du risque de longe´vite´
Les compagnies d’assurance doivent ge´rer ce risque de longe´vite´ et des produits ont e´te´
mis en place pour le transfert de risque. Il existe un grand nombre de produits permettant
la gestion du risque de mortalite´ et du risque de longe´vite´ comme les swaps de longe´vite´, les
q-Forward, les longevity bond [6, 26, 2]. Cependant, les produits permettant de couvrir le
risque de longe´vite´ n’ont pas connu un franc succe`s du fait de l’absence d’indice de re´fe´rence
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de longe´vite´.
Il existe plusieurs causes majeures expliquant les difficulte´s a` la mise en place d’un marche´
sur la longe´vite´. Nous allons en recenser quelques unes :
• La re´ticence des investisseurs a` couvrir un risque long terme. En effet, ces contrats
long terme ne sont pas tre`s attractifs dans la mesure ou` les bilans annuels ne sont pas
ame´liore´s avec ce type de transaction. Cependant, avec la nouvelle proble´matique du
controˆle des risques, ces contrats pourraient devenir ne´cessaires.
• L’absence d’indice de longe´vite´ ne permet pas aux diffe´rents intervenants d’avoir
une re´fe´rence commune. Les contrats ne peuvent eˆtre mis en place sans estimation
d’ame´lioration moyenne de longe´vite´ qui satisfait l’ensemble des acteurs de marche´.
Un indice national produit par le gouvernement pourrait eˆtre une solution inte´ressante
[1].
• La mode´lisation de l’e´volution de la longe´vite´ n’est pas universelle et les banques n’ont
ni l’information ni la mode´lisation suffisante pour supporter un risque de longe´vite´.
• Il n’existe pas de me´thode standard de valorisation des produits sur longe´vite´ ce qui
engendre des de´saccords sur le prix du produit. L’e´valuation ne peut se faire sous la
probabilite´ risque neutre dans la mesure ou` les produits ne sont pas liquides et que
le marche´ est incomplet. L’e´valuation pourrait se faire par prix d’indiffe´rence ou par
d’autres me´thodes classiques en marche´ incomplet (voir Chapitre 4).
• Les contrats propose´s ne permettent pas a` l’assureur de ge´rer inte´gralement son risque
re´el de longe´vite´ dans la mesure ou` le produit n’est pas adapte´ a` son risque spe´cifique.
La plupart du temps, le contrat permet de couvrir grossie`rement le risque syste´mique
alors que le risque spe´cifique n’est pas pris en compte.
• Le risque de de´faut du vendeur de protection doit eˆtre pris en compte e´tant donne´ que
l’horizon de ce genre de produit est lointain. La pe´riode de crise actuelle ne favorise
pas l’e´mergence des produits de couverture de longe´vite´.
On a vu que le risque de longe´vite´ pur est difficile a` ge´rer dans les circonstances actuelles
et que les marche´s sur longe´vite´ ne sont pas encore mis en place. On s’inte´resse de`s lors au
risque de taux d’inte´reˆt qui est couple´ au risque de longe´vite´.
Risque de taux d’inte´reˆt
Un produit d’assurance vie ne´cessite la gestion d’un risque de longe´vite´ important. Les
compagnies d’assurance s’exposent aussi a` un risque financier dans la mesure ou` elles inves-
tissent les cotisations perc¸ues dans les marche´s financiers, principalement dans le marche´
des taux d’inte´reˆt qui rassemble plus de 80% de leurs investissements. L’e´volution des taux
d’inte´reˆt est donc un risque tre`s important que l’assurance se doit de couvrir.
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L’assureur effectue certaines ope´rations qui lui permettent de ge´rer son risque de taux d’in-
te´reˆt sans pour autant le couvrir dynamiquement. En effet, il essaie ge´ne´ralement de ge´rer
de manie`re statique le risque de taux de son portefeuille de rentes en achetant un panier de
swaps de taux de maturite´s diffe´rentes. La quantite´ de swap aux diffe´rentes maturite´s est
choisie de manie`re a` reproduire la courbe d’e´volution du portefeuille estime´e par l’assureur.
Avec cette strate´gie statique, l’assureur pourrait e´changer un taux fixe contre un taux va-
riable sur l’e´che´ancier des rentes. En effet, la dure´e de vie des assure´s du portefeuille a une
distribution centre´e sur l’espe´rance de vie. L’assureur pourrait utiliser cette strate´gie afin
de re´duire son risque de taux statique lie´ aux rentes. Cependant, cette technique pratique
est assez grossie`re dans la mesure ou` l’ensemble des maturite´s de swap ne permettent pas
de suivre pre´cise´ment les flux du portefeuille. De plus, ce type d’ope´rations ne permet pas
de ge´rer les risques dynamiquement puisqu’il ne conside`re que l’information qu’il a aujour-
d’hui. Dans le futur, les conditions auront change´ et la strate´gie que l’assureur a adopte´e
aujourd’hui ne sera plus adapte´e. Il faut donc trouver un produit qui permettrait d’avoir
un point de vue dynamique concernant le risque de longe´vite´ et le risque de taux.
La compagnie d’assurance peut aussi chercher a` couvrir ce risque ”forward”de taux d’inte´reˆt
sur les flux restants a` verser. En effet, si on se place dans 10 ans par exemple, l’assureur
devra ge´rer le risque de taux pour les flux de rentes dans le futur des personnes survivantes
qui auront 70 ans dans 10 ans. L’assurance est souvent preˆte a` ge´rer un risque futur de
longe´vite´ mais aimerait se de´barrasser du risque futur de taux d’inte´reˆt. Il faudrait donc
de´finir un produit qui ne soit pas trop affecte´ par le risque de longe´vite´ des individus et
qui permettrait a` la compagnie d’assurance de transfe´rer son risque de taux a` une date
ulte´rieure. On verra que cela sera possible graˆce a` un produit qui permet a` l’assureur de
couvrir dynamiquement et quasi parfaitement son risque de taux et permettant a` la banque
de vendre un produit qu’elle sait a` priori ge´rer.
8.3.2 Ide´es de produits de transfert du risque de taux
Nous pre´sentons deux premie`res ide´es de produits qui pourraient permettre une gestion
dynamique du risque de taux des produits d’assurance vie. Ces produits ne sont pas bien
adapte´s pour un transfert inte´ressant du risque de taux d’inte´reˆt mais leur description
permet de comprendre les qualite´s ne´cessaires d’un produit efficace de transfert de risque
de taux.
Swaptions sur longe´vite´
Nous introduisons un premier produit hybride taux/longe´vite´. Ce produit va permettre
de comprendre diffe´rentes proble´matiques de mode´lisation et de rappeler les difficulte´s lie´es
a` l’e´valuation de ce genre de produit.
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Description du produit Si un assureur veut couvrir grossie`rement le risque de taux
moyen inhe´rent aux rentes des personnes de 70 ans dans 10 ans, il cherche a` rentrer dans
un produit de taux dont la maturite´ est lie´e a` la longe´vite´ des individus. Ainsi, l’assureur
pourrait vouloir acheter une swaption Sw(10Y, 10Y, 10Y + f(e7010), 1Y ) dont la maturite´ du
swap sera une fonction de l’espe´rance de vie e7010 des personnes de 70 ans dans 10 ans. Cette
espe´rance de vie sera fixe´e dans 10 ans par des tables de mortalite´ ou un indice national :
il n’existe pas d’indice national prospectif mais dans le futur, il sera possible de de´duire
l’espe´rance de vie e7010 a` partir des tables de mortalite´ dans 10 ans.
Ce contrat donne la possibilite´ dans le futur de rentrer dans un swap dont la maturite´ sera
bien adapte´e au risque qu’il cherche a` couvrir. En effet, e7010 ∼ 15Y sera bien e´videmment
diffe´rent de e600 et ce produit tiendra compte de l’e´volution stochastique de la longe´vite´. La
fonction f permet d’ajuster la maturite´ au gouˆt de l’assureur : il chercherait par exemple a`
avoir une maturite´ assez grande pour que l’ensemble des assure´s soient presque tous de´ce´de´s
et il souhaiterait acheter une swaption sur une maturite´ supe´rieure a` e7010. Il pourrait consi-
de´rer par exemple f(e7010) = e
70
10 +k70 avec une valeur de k70 qui correspondra a` l’estimation
de l’aˆge a` partir duquel une certaine proportion α des individus (α = 90% par exemple)
seront cense´s eˆtre de´ce´de´s. Cela lui assurera de couvrir une grande partie du risque de taux
de son portefeuille de rentes. Cette constante ka (de´pendant de l’aˆge des assure´s) pourra
par exemple eˆtre calcule´e par l’assureur sur la distribution actuelle des dure´e de vie re´si-
duelles en supposant que les queues de la distribution ne vont pas beaucoup s’e´paissir dans
le temps. Cela sera un degre´ de liberte´ de l’assureur.
Mode´lisation du produit Ce produit a une composante taux et une composante lon-
ge´vite´ ce qui le rend assez complexe dans la mesure ou` l’acheteur et le vendeur de ces
contrats doivent savoir mode´liser les deux types de risques. La mode´lisation peut d’ailleurs
conside´rer que les risques de taux et de longe´vite´ sont e´ventuellement corre´le´s et se re´ve`lent
tre`s complexes pour ce type de produit.
La gestion du risque de longe´vite´ ne´cessite des donne´esiuo et un savoir-faire spe´cifique dont
la banque ne dispose ge´ne´ralement pas. Par conse´quent, il sera difficile de mettre d’accord
les deux intervenants sur ce type de produit sans indice de re´fe´rence de longe´vite´.
E´valuation du produit Concernant l’e´valuation du produit, elle est aussi complique´e
dans la mesure ou` elle va de´pendre d’un mode`le de longe´vite´ et qu’elle se fera en marche´
incomplet. En effet, le produit me´lange la mode´lisation des taux d’inte´reˆt a` celle de la lon-
ge´vite´ ce qui rend son e´valuation assez complexe. Il n’est pas sur que les banques soient
assez renseigne´es sur la longe´vite´ pour traiter sereinement ce type de produit. De plus, les
assurances ne valideront pas l’e´valuation effectue´e par la banque. Pour que l’assurance et
les banques puissent s’engager dans un contrat, il faut qu’elles disposent de la meˆme infor-
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mation concernant les mode`les de taux et les mode`les de longe´vite´, ce qui apparaˆıt assez
utopique.
Ceci e´tant dit, on peut tout de meˆme chercher a` e´valuer ce produit qui est tout de meˆme
adapte´ a` la couverture partielle du risque de taux lie´ a` certains contrats sur longe´vite´. Il
est a` noter que l’e´valuation en probabilite´ risque neutre (ou forward neutre) ne sera pas
bien adapte´ lorsque la maturite´ TN de´pendra de la longe´vite´. En effet, le marche´ e´tant
incomplet et tre`s peu liquide, l’e´valuation risque neutre ne peut convenir a` ce cadre. Il faut
par conse´quent utiliser des me´thodes d’e´valuation en marche´ incomplet pour ce produit.
On conside`re les filtrations a` la date 0 lie´es a` l’information disponible sur la courbe de
taux F0 et a` l’information concernant les tables de mortalite´ disponibles G0. On pose
H0 = F0 ∨ G0. Sachant cette information ainsi que les flux de la jambe correspondant
a` F = (K − ST (T0, f(eaT ), δ))+
∑N
i=1B(T, Ti), on cherche a` l’e´valuer dans un marche´ in-
complet tenant compte de l’information sur la longe´vite´ et sur les taux d’inte´reˆt. Il existe
plusieurs types de me´thodes d’e´valuation dans ce type de marche´ comme les me´thodes
d’e´valuation statique, l’e´valuation par prix d’indiffe´rence [21], le calcul de prix d’e´quilibre
pour de petites transactions [12]. Il faudra par conse´quent essayer de travailler sur la lon-
ge´vite´ et les taux d’inte´reˆt en probabilite´ historique.
Maintenant que l’on a releve´ les diffe´rents enjeux lie´s a` la mode´lisation et a` l’e´valuation
de ce type de produit, il faut aussi qu’on explique pourquoi ce premier produit n’est pas
adapte´ au transfert de risque entre une compagnie d’assurance et une banque.
Analyse pratique du produit Ce produit n’est pas adapte´ a` la gestion du risque du
taux d’inte´reˆt car il ne tient pas compte de l’e´volution des assure´s encore vivants du por-
tefeuille a` qui il faut payer effectivement une rente. Chaque anne´e, des individus de´ce`dent
et les nominaux des rentes diminuent dans le temps. Cette swaption permet un transfert
partiel et grossier du risque de taux qui n’est pas spe´cifique au portefeuille.
Ce produit n’est pas tre`s inte´ressant pour l’assurance n’e´tant pas directement adapte´ a` sa
proble´matique. De plus, la banque n’est elle non plus pas tout a` fait satisfaite. En effet,
l’information lie´e a` la longe´vite´ est contenue dans la maturite´ du swap et le produit contient
un risque de longe´vite´ important. Si la banque devait vendre ce produit, il lui faudrait une
mode´lisation fine sur la longe´vite´ afin d’estimer au mieux e7010 en date 0. Bien que ce produit
ne soit pas vraiment adapte´ aux besoins re´els de l’assureur, il pre´sente l’inte´reˆt de remarquer
que la mode´lisation et l’e´valuation de produits d’assurance vie peuvent facilement devenir
complique´es.
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E´tude de la Longevity Maturity Chooser Swaption
On de´crit ici rapidement un deuxie`me produit qu’on appelle la Longevity Maturity Choo-
ser Swaption (LMCS) re´pondant a` la plupart des inconve´nients de la swaption sur longe´-
vite´. Ces produits donnent des pistes pour trouver un produit adapte´ a` la proble´matique
du transfert de risque de taux.
Description du produit La banque pourrait proposer un produit assez inte´ressant qui
donnerait le droit a` l’acheteur du produit de rentrer dans une swaption dont la maturite´
du swap est comprise dans un intervalle [Tmin, Tmax] et dont les deux bornes seront fixe´es
par l’assureur au de´but du contrat. Cet intervalle de maturite´ va permettre a` l’assureur de
choisir la maturite´ du swap qui de´pendra a priori de la longe´vite´ des individus. En effet,
avec un mode`le de longe´vite´, l’assureur va estimer la distribution de l’espe´rance de vie dans
le futur et/ou la dure´e de vie re´siduelle des assure´s dans le futur, et choisira la maturite´ de
swap qu’il conside´rera comme la plus adapte´e.
Plac¸ons nous dans le cas ou` l’assureur souhaite rentrer dans un swap de maturite´ la plus
proche de e7010 car il souhaite ge´rer son risque de taux dans 10 ans pour cette pe´riode. Graˆce
a` ses mode`les de longe´vite´, il peut estimer aujourd’hui e7010 si son portefeuille est constitue´
de rentes pour des assure´s qui ont actuellement 60 ans et qui en auront 70 dans 10 ans.
Il peut aussi estimer des maturite´s extreˆmes qui correspondront ge´ne´ralement aux bornes
d’un intervalle de confiance sur l’estimation de cette espe´rance de vie. Autrement dit, ces
maturite´s repre´sentent ge´ne´ralement deux quantiles de la distribution de la dure´e de vie
dans le futur. L’assurance souhaiterait avoir le droit de rentrer dans 10 ans dans un swap
dont la maturite´ est une maturite´ quelconque comprise entre ces deux maturite´s. En pra-
tique, la maturite´ ide´ale sera l’espe´rance de vie e7010 mais il faut que l’intervalle [Tmin, Tmax]
soit assez large pour avoir une forte chance de la contenir. Apre`s avoir de´termine´ ces bornes
de confiance, l’assureur ache`te a` la banque ce produit qui donnant le droit de rentrer dans
un swap dont la maturite´ pourra eˆtre choisie entre ces deux bornes. L’intervalle des matu-
rite´s comprises entre Tmin et Tmax permettent a` l’assureur de tenir compte de l’e´volution
de la longe´vite´ afin de pre´dire les flux de rentes a` venir.
L’inte´reˆt de ce produit, c’est que l’assureur ge`re totalement le risque longe´vite´ et que la
banque lui offre la possibilite´ de ge´rer le risque de taux inhe´rent au risque de longe´vite´.
L’e´valuation du produit ne de´pend d’aucun mode`le de longe´vite´ mais seulement d’un mode`le
de taux d’inte´reˆt. Cela facilitera le dialogue entre les deux acteurs de marche´s et simplifiera
grandement les ne´gociations. Le prix du produit est fixe´ par la banque (pour toutes les
valeurs de Tmin et de Tmax) et sera facilement accessible dans la mesure ou` la banque
n’aura pas besoin d’eˆtre spe´cialise´e en longe´vite´ pour traiter ce produit. L’assureur estime
les deux bornes qui lui convient pour son portefeuille et propose d’acheter ce produit a` la
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banque dont le prix est inde´pendant d’un mode`le de longe´vite´.
E´valuation du produit De plus, l’e´valuation et l’e´tude de ce produit sont assez inte´-
ressantes car le prix du produit ne de´pend pas trivialement des bornes Tmin et Tmax. Ces
bornes pourront eˆtre ajuste´es de manie`re a` ce que le prix soit proche d’un prix attendu.
L’e´valuation peut se faire de manie`re risque neutre (les maturite´s sont liquides) et fournit
l’e´valuation suivante :
Π(T, T0, Tmin, Tmax, δ) = B(0, T )EQT
[
max
Tmin≤TN≤Tmax
{
(K − ST (T0, TN , δ))+
N∑
i=1
B(T, Ti)
}]
.
E´tude qualitative En effet, il existe deux effets a` e´tudier sur l’e´valuation du produit.
Le premier effet est qu’a` prix d’exercice fixe´, il serait inte´ressant pour l’acheteur du produit
de prendre le taux de swap le plus faible pour que le flux (K − ST (T0, TN , δ))+ soit le plus
grand possible. En effet, lorsque la courbe des taux initiale est croissante, la courbe des
taux de swap est ”qualitativement” croissante et par conse´quent il faudrait choisir le swap
de maturite´ la plus courte. Cette conside´ration sur l’e´quivalence des comportements de
courbes pour diffe´rents taux (actualisations, TEC, taux de swap,..) est re´ellement ve´rifie´e
en pratique.
Le deuxie`me effet est que l’acheteur du produit cherche a` recevoir un flux le plus longtemps
possible et par conse´quent pre´fe´rera la maturite´ du swap la plus longue. Ces deux effets
vont plus ou moins se compenser et vont donner une e´tude tre`s inte´ressante pour ce produit.
De´crivons un exemple intuitif expliquant l’aspect non trivial du produit. Conside´rons que
la courbe de taux de swap dans 10 ans posse`de 2 taux de swap Sw(10Y, 10Y, 20Y ) = 3.5%
et Sw(10Y, 10Y, 30Y ) = 4% et que le taux fixe est a` 4.5%. Ces choix de maturite´s de swap
correspondent au cas ou` l’assureur estime que l’espe´rance de vie a` 70 ans dans 10 ans sera
comprise entre Tmin = 10Y et Tmax = 20Y (avec une certaine marge) et qu’il veut avoir
la possibilite´ dans 10 ans de rentrer dans un swap avec une maturite´ comprise entre ces
valeurs. Simplifions et disons que l’assureur a le choix entre rentrer dans le swap de maturite´
10 ans et le swap de maturite´ 20Y (en fait avec le produit de´crit pre´ce´demment, il pourrait
rentrer dans n’importe quelle maturite´ interme´diaire). Qualitativement, le swap nume´ro 1
lui fournira un gain de 1% pendant 10Y soit environ 10% (si la courbe des taux est plate).
Le swap nume´ro 2 va fournir un gain de 0.5% pendant 20 ans soit environ 10%. Ces deux
strate´gies sont discutables et il n’est pas e´vident de savoir dans quel swap l’acheteur aura
inte´reˆt a` rentrer. Par conse´quent, des tests sont ne´cessaires pour de´terminer quel swap est le
plus cher vu d’aujourd’hui et comment e´valuer le prix de ce type de produit. Cela sert aussi
a` justifier le fait que le prix ne va pas vraiment diverger en faisant bouger les bornes des
parame`tres car dans ce cas (avec des taux assez proches de la re´alite´), il n’est pas e´vident
de savoir quel swap couˆtera le plus cher.
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Remarque 8.2. Une e´tude quantitative de ce produit a e´te´ faite mais nous ne la pre´sentons
pas dans ces travaux puisqu’on pre´fe`re mettre l’accent sur le produit principal de la section
suivante.
Analyse du produit Ce produit peut eˆtre inte´ressant e´tant donne´ que c’est un produit
pur de taux et que l’e´valuation peut se faire en probabilite´ risque neutre avec une liquidite´
suffisante. De plus, il a l’avantage de pouvoir devenir un produit liquide dans la mesure ou`
les banques pourraient donner un prix de marche´ (syste´matique) a` ce produit par chaque
plage de maturite´s de swap [Tmin, Tmax] et pour chaque maturite´ de swaption.
Cependant, ce produit ne re`gle pas le proble`me majeur du fait qu’il ne permet a` la compagnie
d’assurance de faire qu’un transfert grossier de son risque de taux. En effet, l’assurance
aimerait pouvoir transfe´rer le risque de taux spe´cifique de son portefeuille de rentes et ce
produit de taux ne tient pas compte de l’e´volution des assure´s dans le temps.
Qualite´s requises du produit de transfert de risque
Nous avons vu qu’un produit qui de´pend de la dynamique de longe´vite´ pose de nombreux
proble`mes et ne pourra pas eˆtre mis en place facilement. Ce qui nous ame`ne a` conside´rer
un produit de taux. Il faut cependant qu’il soit bien adapte´ aux besoins spe´cifiques de l’as-
surance ce qui n’e´tait pas le cas de la ”Longevity Maturity Chooser Swaption”.
Par conse´quent, nous allons chercher a` mettre en place un produit purement financier qui
est lie´ indirectement a` la longe´vite´. Ce produit va permettre de de´corre´ler les risques de
longe´vite´ et de taux d’inte´reˆt d’un autre produit. La compagnie d’assurance qui posse`de
des portefeuilles de rentes pourra estimer son propre risque de longe´vite´ et pourra transfe´-
rer l’inte´gralite´ du risque de taux d’inte´reˆt sous-jacent a` une institution financie`re tout en
conservant le risque de longe´vite´.
Tout d’abord, nous allons essayer de mettre en place un produit purement financier qui
ne pose pas de proble`mes majeurs concernant la mode´lisation ou l’e´valuation. De plus,
l’absence d’indice de re´fe´rence sugge`re la structuration d’un produit adapte´ aux besoins
de l’assurance. Dans un souci d’efficacite´ du produit, la me´thode de valorisation doit eˆtre
ge´ne´rale et doit pouvoir s’appliquer a` n’importe quelle situation.
Une ide´e simple de produit est un produit pur de taux qui ne de´pend pas directement de la
dynamique de la longe´vite´ mais qui en de´pend indirectement. Ce type de produit limite les
de´saccords sur la mode´lisation de longe´vite´ et permet a` la banque de ne pas avoir a` ge´rer
le risque de longe´vite´.
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8.4 Longevity Nominal Chooser Swaption (LNCS)
Pour les produits de´crits dans la partie pre´ce´dente, nous n’avions pas conside´re´ simul-
tane´ment le point de vue de l’assurance et de la banque. La ”Longevity Maturity Chooser
Swaption” conviendra certainement a` la banque mais ne re´pondra pas aux besoins spe´ci-
fiques de l’assurance. En effet, la compagnie assurance pourra couvrir ”partiellement” son
risque de taux en achetant une swaption dont la maturite´ de swap sera adapte´e a` ses besoins
mais le fait que le nominal des flux du swap soit constant ne traduit pas le cas concret d’un
portefeuille de rentes pour lequel le nominal va e´voluer avec le temps.
8.4.1 Introduction au produit
Nous allons a` nouveau introduire un produit de taux afin de faciliter la mode´lisation
et les me´thodes d’e´valuation. L’information sur la longe´vite´ des individus sera capte´e par
une se´rie de nominaux variables. Nous allons donc conside´rer le cas d’une swaption plus
complique´e dans lequel l’acheteur a la possibilite´ de rentrer dans un swap dont les nominaux
varient chaque anne´e. En effet, l’assureur utilise son mode`le de longe´vite´ et peut estimer
des e´volutions extreˆmes de survie des assure´s de son portefeuille de rentes. L’e´volution des
assure´s dans le futur peut eˆtre associe´e a` des se´ries de nominaux.
Description du risque de longe´vite´
On conside`re un portefeuille re´el d’hommes franc¸ais en 2009. L’information disponible
est la distribution en aˆge des assure´s qui est de´crite sur le graphique suivant (voir Annexe
A pour les donne´es) :
Figure 8.10 – Re´partition des aˆges des assure´s du portefeuille
Connaissant cette population initiale constitue´e de 62482 en 2009, il est possible de simuler
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des sce´narios d’e´volution de ces assure´s dans le temps. On analyse le sce´nario me´dian et
les sce´narios extreˆmes en renseignant les quantiles a` 5% et 95%. L’assureur estime que la
courbe des flux de son portefeuille de rentes sera a priori comprise entre ces deux bornes.
Figure 8.11 – Exemple de sce´narios extreˆmes de survie des assure´s du portefeuille
Ces courbes sont renormalise´es dans le sens ou` nous avons suppose´ une rente de 1 euro par
assure´. Si chaque assure´ rec¸oit en moyenne une rente de 1000 euros par an, cela correspond
a` un montant d’environ 60 millions d’euros la premie`re anne´e et ces montants diminueront
au fur et a` mesure que les assure´s du portefeuille de´ce´deront. Les montant pouvant eˆtre en
jeu peuvent eˆtre colossaux et il est donc important pour l’assureur de couvrir le risque de
taux sur les flux a` venir en tenant compte de l’e´volution des assure´s.
Analyse des projections
Historiquement, les individus gagnent chaque anne´e environ 3 mois d’espe´rance de vie ce
qui revient aussi a` conside´rer qu’en 10 ans, les individus gagnent environ 2 ans et demi d’es-
pe´rance de vie. On se rend compte de l’inte´reˆt d’utiliser des tables prospectives (provenant
de mode`le de mortalite´ stochastiques) plutoˆt que des tables de mortalite´ statiques dans la
mesure ou` les tables prospectives tiennent compte de l’ame´lioration de la longe´vite´ dans
le temps. On dispose a` pre´sent des deux courbes d’e´volution avec le mode`le de dynamique
de population. Les deux bornes sont assez rapproche´es les premie`res anne´es mais l’e´cart se
creuse rapidement. En date initiale, l’assureur est soumis a` un risque de taux sur une se´rie
de flux incertaine. On met en place un produit qui va permettre a` l’assurance de couvrir son
risque de taux sur une se´rie de flux comprise entre la courbe infe´rieure {N−t , 0 ≤ t ≤ TM}
et la courbe supe´rieure {N+t , 0 ≤ t ≤ TM}. On note TM la maturite´ maximale sur laquelle
on de´crit les se´ries de nominaux.
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La compagnie d’assurance cherche a` couvrir dans X anne´es le risque de taux lie´ a` son porte-
feuille de rentes. Dans cet exemple, on va conside´rer que X = 10 ans et l’assureur peut tenir
compte de l’e´volution de la longe´vite´ et des taux d’inte´reˆt pendant les dix premie`res anne´es.
Plus X est grand, meilleure sera l’estimation des flux de rentes restants puisque l’assureur
va capter l’e´volution de la longe´vite´ nationale ainsi que l’e´volution de son portefeuille sur
une pe´riode plus longue.
Dans X = 10 ans, l’assureur recense le nombre de personnes encore vivantes NT de son
portefeuille et va chercher un nombre αT fixe´ en T tel que NT = αTN
−
T + (1−αT )N+T . Cet
αT va lui donner une meilleure estimation de la se´rie de flux restant que l’estimation qu’il
aurait pu faire en date initiale puisqu’il tient compte de l’e´volution du portefeuille pendant
les X premie`res anne´es. En date 0, cette me´thode est une bonne manie`re d’estimer les flux
futurs sachant l’information qui sera disponible en date T . La se´rie des flux a` venir pourra
eˆtre conside´re´e proche de la se´rie de nominaux donne´s par Nt = αTN
−
t + (1−αT )N+t pour
0 ≤ t ≤ TM (voir Figure 8.11).
Exemples de choix du parame`tre αT
Prenons l’exemple suivant du portefeuille d’assure´s en 2009. Les courbes extreˆmes, pro-
venant du mode`le de longe´vite´, re´ve`lent que le nombre de survivants dans 10 ans sera
normalement compris entre 48048 et 51223 individus avec un sce´nario me´dian de 49888
personnes. Il existe plusieurs me´thodes pour estimer le parame`tre αT .
Figure 8.12 – Choix du parame`tre αT en 2019
Une me´thode naturelle consisterait a` regarder le nombre de survivants et d’adapter le αT
en fonction de cela. Si en pratique il y a 49000 personnes vivantes en T = 2019, l’assureur
calculera en date T un αT =
N+T −NT
N+T −N−T
= 51223−4900051223−48049 ∼ 0.7. L’e´volution des survivants dans
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les anne´es a` venir peut eˆtre estime´e par : Nt = 0.7N
−
t +0.3N
+
t . L’assureur va donc chercher
a` se couvrir contre un mouvement de taux qui auront une influence sur les rentes a` verser
(voir Figure 8.12).
On e´tudie le nombre de survivants en T = 2029 qui est cense´ eˆtre compris entre 29126 et
36179 avec un sce´nario me´dian a` 33009 personnes. Conside´rons que la mortalite´ a e´te´ plus
e´leve´e ou que la longe´vite´ ne s’est pas autant ame´liore´e que ce que pre´disait la tendance
et qu’il reste plutoˆt 34750 survivantes en 2029. Il est possible de calculer un αT qui four-
nira un nouveau sce´nario tenant compte des e´ve´nements passe´s jusqu’en 2029. On calcule
le αT =
N+T −NT
N+T −N−T
= 36179−3475036179−29126 ∼ 0.2 et on estime la suite de flux a` venir comme sur la
Figure 8.13.
Figure 8.13 – Choix du parame`tre αT en 2029
Il est important de noter qu’il existe d’autres choix pour le αT . Par exemple, entre la date
initiale et la date d’exercice du contrat (ici 10 ans), il pourrait y avoir une rupture de
tendance concernant l’e´volution de la mortalite´ des individus. Cette rupture de tendance
pourrait eˆtre due a` une de´couverte technologique ou me´dicale. Les mode`les actuels (comme
le mode`le de Cairns ou Lee Carter) projettent une tendance mais ne tiennent pas compte
des ruptures de tendance e´ventuelles pouvant apparaˆıtre a` certains moments. Si l’assureur
se rend compte qu’une rupture de pente a eu lieu, il pourra adapter la nouvelle se´rie de flux a`
venir en choisissant un αT ”mieux adapte´”. Cela lui permet de ge´rer son risque de longe´vite´
bien que le mode`le ne pouvait pre´dire cette e´volution en date initiale. Le parame`tre αT
pourrait aider a` tenir compte de ces phe´nome`nes qu’on ne prend pas en compte dans les
projections de mortalite´.
Remarque 8.3. Cette remarque sur la rupture de tendance laisse entrevoir un autre produit
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qui s’inte´resserait les tendances d’ame´lioration de longe´vite´. Par exemple, on pourrait penser
a` un produit qui conside`re que la tendance sera comprise entre deux valeurs dont on estime
les valeurs extreˆmes. Cela laisserait le choix a` l’assureur dans X anne´es de choisir une
nouvelle tendance d’e´volution plus adapte´e dans le futur.
He´te´roge´ne´ite´ du portefeuille
Le mode`le de dynamique de population peut eˆtre utilise´ afin de ge´ne´rer des sce´narios
d’e´volution d’un portefeuille d’assure´s. Dans l’exemple traite´, on ne renseignait que la dis-
tribution de l’aˆge des assure´s qui e´taient tous de sexe masculin cependant on peut facilement
conside´rer un portefeuille he´te´roge`ne concret. En effet, le mode`le e´tant un mode`le micro-
scopique a` l’e´chelle de l’individu, chaque assure´ est caracte´rise´ par son aˆge, son sexe, sa
cate´gorie sociale et/ou d’autres traits.
Il est aussi possible d’associer a` chaque individu un nominal individuel de rente et non
un nominal moyen comme c’est souvent le cas. Cela est tre`s important dans la mesure ou`
certains individus ont des rentes bien plus importantes que d’autres, et que leur de´ce`s ou
leur survie aura un impact important sur la valorisation du portefeuille. Il est tre`s difficile
de traiter le cas d’un portefeuille inhomoge`ne avec un mode`le de mortalite´ classique pur
car la mode´lisation n’est pas microscopique mais macroscopique. De ce point de vue le
mode`le de dynamique de population pre´sente de nombreux avantages dont celui de ge´ne´rer
des sce´narios d’e´volution pertinents (voir Chapitre 7) et qui tient compte de l’ensemble de
l’information disponible.
Risque de taux d’inte´reˆt
On s’inte´resse a` l’e´tude du risque de taux d’inte´reˆt inhe´rent au portefeuille de rente. Des
hypothe`ses simplificatrices sur les taux de rentes et les nominaux sont faites : on suppose
pour simplifier que les portefeuilles sont classe´s par taux de rente c’est a` dire que chaque
assure´ a le meˆme taux de rente k%. En re´alite´, il y a un taux de rente diffe´rent pour chaque
assure´ du portefeuille mais il est possible de calculer un taux de rente moyen du portefeuille
comme cela est fait en pratique. Pour simplifier les notations, on suppose aussi que chaque
assure´ a le meˆme nominal mais on verra plus tard qu’il est tre`s facile de tenir compte d’un
nominal individuel dans le mode`le et le produit.
L’assurance est soumise au risque d’e´volution des taux d’inte´reˆt et il est assez complexe
de comprendre son fonctionnement. La compagnie d’assurance a un rendement annuel qui
de´pend tre`s fortement du niveau des taux d’inte´reˆt dans la mesure ou` pre`s de 80% de ses
placements concernent le secteur des taux d’inte´reˆt avec les dettes d’e´tat, les obligations et
autres produits de taux. L’assurance cherche a` avoir un rendement supe´rieur au taux de
rentes k qu’elle s’engage a` payer aux assure´s. Elle est donc fortement soumise a` un risque
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de taux d’inte´reˆt.
Dans le sce´nario ou` les taux d’inte´reˆt diminuent, son rendement global va lui aussi diminuer
et il sera tre`s difficile d’assurer le paiement des rentes au taux k. L’assurance est aussi
soumise a` un risque de monte´e des taux d’inte´reˆt mais d’une manie`re tout a` fait diffe´rente.
En effet, en cas de monte´e des taux d’inte´reˆt, les assure´s ne voudront pas rester dans un
contrat de rentes qui leur rapporterait un taux faible de k% alors qu’un placement a` la
banque pourrait leur procurer un meilleur rendement. Les assurances sont souvent force´es
d’ajuster les taux de rente afin de conserver ses clients. Dans tous les cas, l’assurance cherche
a` couvrir son portefeuille d’un mouvement de taux d’inte´reˆt que ce soit une augmentation
ou une diminution des taux d’inte´reˆt et nous allons essayer de mettre en place un produit
qui permette de se couvrir contre ce genre de variations.
8.4.2 Rappels de certains concepts financiers
Avant de de´crire le produit, il faut de´crire certains concepts classiques dans les marche´s
financiers qui ne le sont pas force´ment dans le monde de l’assurance. Dans un premier
temps, nous allons de´crire la notion de swap a` nominal variable, la notion de swaption sur
swap a` nominal variable puis nous pre´sentons en de´tails le produit de transfert de risque.
Swaps de taux d’inte´reˆt
Le swap de taux d’inte´reˆt de taux variables contre taux fixes est un contrat de gre´ a`
gre´ permettant l’e´change d’inte´reˆts d’un preˆt ou de´poˆt notionnel a` taux variable contre des
inte´reˆts a` taux fixe. Les swaps sont des instruments tre`s utilise´s sur le marche´ des taux
d’inte´reˆt car ils permettent de se couvrir contre certains mouvements de marche´.
Swaps standards Le marche´ des swaps standards (plain vanilla en anglais) contre taux
IBOR constitue le deuxie`me plus important marche´ des taux d’inte´reˆt a` moyen et long
terme, derrie`re celui des emprunts d’E´tat et futures sur emprunts d’E´tat. Le nominal est
fixe´ en date initiale pour toute l’e´che´ance du contrat. La se´rie de flux associe´e au taux fixe
est appele´e jambe fixe et celle associe´e au taux variable, qui est ge´ne´ralement le taux Libor
servant de re´fe´rence principale sur le marche´ des swaps, est appele´e jambe variable.
On conside`re un swap a` la date T sur un e´che´ancier de´butant en T0 et finissant en TN
d’un taux fixe k contre taux Libor. La valorisation standard des jambes fixes et des jambes
variables est donne´e par :
BF =
N∑
i=1
kδB(T, Ti).
BV = B(T, T0)−B(T, TN ).
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On de´finit le taux de swap comme le taux fixe permettant l’e´galisation des deux jambes ou
qui annule la valeur du swap. Le taux de swap forward est fixe´ en T pour un swap commen-
c¸ant en T0 de maturite´ TN dont les paiements sont espace´s de δ. Un simple raisonnement
par absence d’opportunite´s d’arbitrage me`ne a` :
ST (T0, TN , δ) =
B(T, T0)−B(T, TN )∑N
i=1 δB(T, Ti)
.
Swaps a` nominal variable Un swap a` nominal variable consiste en l’e´change de deux
jambes de flux de´pendant d’une se´rie de nominaux Nt. On conside`re un taux fixe k et le
taux Libor L(t, t + δ) dont la valeur initiale est par exemple L(0, δ) = 5% en date 0. La
jambe fixe est constitue´e d’une se´rie de flux de valeurs δkNt a` la date t. La jambe variable
est constitue´e d’une se´rie de flux de valeurs δL(t, t + δ)Nt a` la date t. Pour donner un
exemple, on pre´sente un exemple de trajectoire de l’e´volution des taux Libor dans le temps
Figure 8.14.
Figure 8.14 – E´volution du taux Libor δL(t, t+ δ) en fonction de la date t
Cette trajectoire du taux Libor pre´sente une baisse entre l’anne´e 2009 et l’anne´e 2012 puis
une remonte´e conse´quente des taux entre 2012 et 2020. Ce mouvement de taux va avoir un
impact important sur la jambe variable du swap a` nominal variable (voir Figure 8.16).
Un swap a` nominal variable est un contrat gratuit a` l’entre´e qui permet d’e´changer une
jambe contre une autre. Pour cela, il faut trouver la valeur du taux fixe k de telle sorte que
le prix de la jambe variable soit e´gal au prix de la jambe fixe. On se donne une se´rie de
nominaux Nt variables dans le temps et on suppose que δ = 1Y et que le taux fixe vaut
k = 5% pour se fixer les ide´es. Avec ces diffe´rentes donne´es, on peut obtenir un exemple de
sce´nario pour les deux jambes d’un swap.
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Figure 8.15 – Flux de la jambe fixe de swap a` nominal variable a` la date t : δkNt
Figure 8.16 – Flux de la jambe variable de swap a` nominal variable a` la date t : δL(t, t+δ)Nt
Pour ces deux graphiques, on a utilise´ la courbe de nominaux provenant de la courbe
me´diane d’e´volution de la survie des assure´s. On remarque que l’e´volution du taux court
les premie`res anne´es a un impact direct sur les flux de la jambe variable du swap (voir
Figure 8.14 et Figure 8.16).
Le taux k permettant l’e´galisation des deux jambes est appele´ taux de swap forward a`
nominal variable SVT (T0, TN , δ,Nt). La suite de nominaux {Nt} e´tant fixe´e a` la date t
jusqu’a` la date TN et la jambe fixe s’e´value de la manie`re suivante :
BF = SVT (T0, TN , δ,Nt)δ
N∑
i=1
NTiB(T, Ti).
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Quant a` la jambe variable, on la calcule facilement par l’approche du portefeuille d’obli-
gations. En effet, une obligation de nominal N1 a` la date T0 rapporterait la se´rie de flux
δL(t, t+ δ)N1 en chaque date t+ δ jusque la date TN et fournit en date TN le nominal N1.
La valeur de cette obligation est 1 en date T0 et vaut B(T, T0) en date T . Ainsi, cette jambe
variable correspond aussi a` une se´rie d’obligations (Oi)1≤i≤N commenc¸ant aux dates Ti−1
et de nominaux NTi−NTi−1 et il ne faut pas oublier de retrancher les nominaux de chacune
des obligations en date finale. Finalement, l’e´valuation de cette jambe est donne´e par :
BV = NT1 (B(T, T0)−B(T, TN ))
+ (NT2 −NT1) (B(T, T1)−B(T, TN ))
+ ...
+
(
NTN −NTN−1
)
(B(T, TN−1)−B(T, TN )) .
Cela peut se re´e´crire sous la forme :
BV = NT1 (B(T, T0)−B(T, TN )) +
N∑
i=2
(
NTi −NTi−1
)
(B(T, Ti−1)−B(T, TN )) .
En conside´rant la convention d’e´criture ”abusive” NT0 = 0, on peut encore l’e´crire sous la
forme simplifie´e suivante :
BV =
N∑
i=1
(
NTi −NTi−1
)
(B(T, Ti−1)−B(T, TN )) .
Par conse´quent, en e´galisant la valeur des deux jambes du swap BV et BF pour une
se´rie de nominaux donne´e, on peut calculer le taux forward de swap a` nominal variable
SVT (T0, TN , δ,N) associe´ a` une se´rie de nominaux {Nt} :
SVT (T0, TN , δ,Nt) =
∑N
i=1
(
NTi −NTi−1
)
(B(T, Ti−1)−B(T, TN ))
δ
∑N
i=1NTiB(T, Ti)
.
Swaption sur swap de taux d’inte´reˆt
Une swaption est une option sur swap de taux d’inte´reˆt et repre´sente pour celui qui la
de´tient le droit de mettre en place a` une e´che´ance donne´e, un swap dont les caracte´ristiques
sont pre´de´termine´es dans le contrat
Swaption standard On conside`re une swaption de maturite´ T sur un swap de date de
fixing T0 et une date de fin de swap TN dont les flux sont se´pare´s par un intervalle de temps
δ. Le prix de cette swaption sera note´ Sw(T, T0, TN , δ).
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On distingue deux cate´gories de swaptions. Les swaptions acheteuses correspondent a` des
options d’achat qui permet de rentrer dans des swaps ou` l’acheteur rec¸oit le taux variable
et paye le taux fixe K. Les swaptions receveuses correspondent a` des options de ventes ou`
l’acheteur peut rentrer dans un swap en recevant le taux fixe K et qui paye en contrepartie
le taux variable. Par conse´quent, le prix d’une swaption receveuse est donne´ par :
Sw(T, T0, TN , δ) = B(0, T )EQT
[
(K − ST (T0, TN , δ))+
N∑
i=1
δB(T, Ti)
]
= B(0, T )EQT
(K N∑
i=1
δB(T, Ti)−B(T, T0) +B(T, TN )
)+ .
Swaption sur swap a` nominal variable Apre`s avoir de´fini un swap indexe´ sur la se´rie
de nominaux Nt, on peut de´finir une swaption qui donne le droit de rentrer dans ce swap a`
nominal variable. La swaption receveuse de taux fixe, donne le droit a` l’acheteur de rentrer
dans ce type de swap en payant la jambe variable de flux δL(t, t + δ)Nt et en recevant en
contrepartie la se´rie de flux δkNt au taux fixe k fixe´ en date 0. En date T , il aurait eu la
possibilite´ de rentrer gratuitement dans un swap ou` il paye cette meˆme jambe variable et
rec¸oit en contrepartie une jambe fixe de flux SVT (T0, TN , δ,Nt)δNt. Par conse´quent, cette
swaption receveuse de jambe fixe peut aussi eˆtre vue comme une option de vente sur le taux
de swap forward sur nominal variable SVT (T0, TN , δ,Nt) de prix d’exercice k. Ainsi, cette
swaption sur swap a` nominal variable peut s’e´valuer sous la forme suivante :
Π(T, T0, TN , δ,K,Nt) = B(0, T )EQT
[
(K − SVT (T0, TN , δ,Nt))+
N∑
i=1
δB(T, Ti)NTi
]
.
Ce concept de swap a` nominal variable est classique en banque mais reste tout de meˆme
assez complexe. Le fait que les nominaux varient chaque anne´e donne a` ce produit un
caracte`re exotique et rend son e´tude inte´ressante comme nous le verrons dans la suite. En
utilisant ces concepts classiques, nous allons de´crire le produit de transfert du risque de
risque de taux inhe´rent a` un portefeuille de rentes.
8.4.3 E´tude de la Longevity Nominal Chooser Swaption
Dans l’hypothe`se ou` l’assureur sait pre´dire a` l’avance l’e´volution des assure´s, il pourrait
rentrer dans une swaption a` nominal variable qui lui permet de ge´rer son risque dans le
futur. Dans ce produit, on va prendre en compte le fait que l’assureur ne sait pas estimer
avec certitude cette e´volution mais qu’il sait a priori que la se´rie de nominaux sera comprise
entre deux se´ries extreˆmes de nominaux (estimation par des quantiles). Une banque pourra
proposer a` une assurance de rentrer dans une swaption sur swap a` nominal variable ou` les
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nominaux sont donne´s par Nt = αTN
−
t + (1 − αT )N+t et ou` les courbes N−t et N+t sont
calcule´es par un mode`le de longe´vite´. Ces courbes extreˆmes de nominaux N−t et N
+
t sont
fixe´es au moment de la mise en place du produit et l’assureur aura un degre´ de liberte´ en
date T via le choix du parame`tre αT .
Plus les courbes extreˆmes sont rapproche´es, plus le produit se rapproche d’une swaption
classique sur swap a` nominal variable. Il est tout a` fait possible d’indexer la courbe de flux
futurs comme barycentre de deux courbes de´termine´ par un αT fixe´ en T . Cela va permettre
a` l’assureur de ge´rer le risque de taux inhe´rent au portefeuille de rentes en tenant compte
d’une incertitude sur la longe´vite´ des individus et de l’information disponible en date T .
Description du produit
La diffe´rence principale entre ce produit et une swaption a` nominal variable est que le αT
est de´termine´ par l’assureur a` la date T . La se´rie de nominaux du swap n’est donc connue
qu’a` la maturite´ de la swaption de´pendant du parame`tre αT . Ainsi, le taux de swap variable
de´pendra des deux se´ries extreˆmes de nominaux N−t et N
+
t connues et fixe´es en date 0 ainsi
que du parame`tre αT qui lui est calcule´ en date T . Dans ce cas, on peut re´e´crire le taux de
swap Forward sous la forme suivante :
SVT (T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , αT ) = αT
∑N
i=1
(
N−Ti −N−Ti−1
)
(B(T, Ti−1)−B(T, TN ))
δ
∑N
i=1B(T, Ti)
(
αTN
−
Ti
+ (1− αT )N+Ti
)
+(1− αT )
∑N
i=1
(
N+Ti −N+Ti−1
)
(B(T, Ti−1)−B(T, TN ))
δ
∑N
i=1B(T, Ti)
(
αTN
−
Ti
+ (1− αT )N+Ti
) .
L’introduction de ce facteur αT choisi par l’assureur en date T permet a` l’assureur de
tenir compte de l’e´volution des individus a` partir de la date T sachant une information
comme le nombre de survivants a` la date T . Pour que l’assureur puisse tenir compte de cela
en date 0, on de´finit une swaption qui donne la possibilite´ a` l’assureur de rentrer dans ce
type de swap pour n’importe quel α ∈ [0, 1] qu’il choisira a priori a` la date T . En pratique,
l’assureur aura le choix de rentrer dans n + 1 se´ries de nominaux correspondant a` n + 1
valeurs de α appartenant a` l’ensemble { ln , l ∈ {0, .., n}} comprises entre 0 et 1. En fait, cela
revient a` dire qu’en date T , il pourra choisir n’importe quelle se´rie de nominaux du swap
comme barycentre des deux se´ries extreˆmes et aura la possibilite´ de rentrer dans un swap
avec ce nominal variable au prix d’exercice K fixe´ en date 0. Ainsi, on appelle ce produit
une Longevity Nominal Chooser Swaption dont l’e´valuation est donne´e par :
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Π(T, T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t ,K)
B(0, T )δ
= EQT
[
max
0≤αT≤1
{
N∑
i=1
B(T, Ti)
(
αTN
−
Ti
+ (1− αT )N+Ti
)
× (K − SVT (T0, TN , δ,N−t , N+t , αT ))+}] .
En effet, on prend l’exemple de la compagnie d’assurance qui s’engage a` payer la se´rie de
rentes δkNt et qui veut se couvrir contre une baisse des taux d’inte´reˆt. Elle pourra donc
acheter l’option de rentrer dans un swap a` nominal variable qui lui permettra de recevoir
une jambe fixe qui de´livre une se´rie de flux de rentes sous la forme δkNt a` chaque date t
alors qu’elle va payer une jambe variable dont les flux sont donne´s par δL(t, t + δ)Nt a` la
date t. Cependant, il faut que le taux de rente k soit du meˆme ordre de grandeur que le
taux de swap ce qui n’est pas force´ment le cas.
Adaptation du produit aux besoins de l’assureur
Afin que le produit soit adapte´ aux besoins spe´cifiques de l’assureur, il faut pre´ciser
certains parame`tres du produit.
Choix du prix d’exercice K Analysons maintenant le choix du prix d’exercice K per-
mettant a` l’assureur de ge´rer le risque de taux de son portefeuille de rentes. Il y a en effet
un proble`me concernant le choix du prix d’exercice K de la swaption car l’assureur sera
inte´resse´ par un prix d’exercice e´gale au taux de rente du portefeuille mais il faut que le
prix d’exercice soit aussi de l’ordre de grandeur du taux de swap pour que le produit ait
un sens financier et commercial. En effet, on a conside´re´ implicitement dans ce swap que
les taux de rentes et le taux de swap e´taient du meˆme ordre de grandeur ce qui n’est pas
force´ment le cas en pratique. En effet, il est possible que les taux d’inte´reˆt en date 0 soient
par exemple observe´s par le taux de swap ou le taux Libor L(0, δ) ∼ 2% alors que le taux
de rentes est fixe´ a` une valeur sensiblement diffe´rente k = 4%. Si on veut mettre en place
une swaption sur taux d’inte´reˆt, il faut que le taux de rente soit renormalise´ pour eˆtre du
meˆme ordre de grandeur que le taux de swap.
Facteur de renormalisation Abordons le proble`me de renormalisation qui est essentiel
afin que le produit soit adapte´ aux besoins de l’assureur. L’assureur souhaiterait ide´alement
choisir la valeur du prix d’exercice K du produit e´gale au taux de rentes k, ce qui lui permet
de couvrir son risque de taux en rentrant dans une swaption au taux k en recevant la se´rie
de flux a` taux fixe qu’elle s’est engage´e a` payer. Le proble`me est que le taux k peut eˆtre tre`s
diffe´rent du niveau des taux d’inte´reˆt et qu’il ne sera pas possible d’e´changer une jambe
fixe avec ce taux de rente k contre une jambe variable au taux Libor. Par conse´quent,
on veut que le taux de rente k soit du meˆme ordre de grandeur que le taux de swap
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SV0(T0, TN , N
−
t , N
+
t , α) de sorte que la swaption soit proche de la monnaie et ait une vraie
signification financie`re. Le taux de swap de´pend du parame`tre α qui n’est pas force´ment
connu en date 0 mais en pratique, on conside`re la se´rie de nominaux me´diane dont le taux
de swap associe´ est SV0(T0, TN , N
−
t , N
+
t , 0.5). Cette approximation vient du fait que les
taux de swap sont ge´ne´ralement assez proches les uns des autres pour toutes les valeurs de
α. On de´finit un ratio de renormalisation η(k) par :
η(k) =
k
SV0(T0, TN , N
−
t , N
+
t , 0.5)
.
Une se´rie de flux de kδNt a` la date t peut eˆtre repre´sente´ par η(k) se´ries identiques de flux
k
η(k)δNt = SV0(T0, TN , N
−
t , N
+
t , 0.5)δNt a` la date t. Ce sont ces nouvelles se´ries ayant le
bon ordre de grandeur que l’on va ”swapper” contre des taux Libor. La line´arite´ des flux
permet de re´e´crire l’e´valuation du produit avec ce facteur de renormalisation η(k) :
Π(T, T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , k)
B(0, T )η(k)δ
= EQT
[
max
0≤αT≤1
{
N∑
i=1
B(T, Ti)
(
αTN
−
Ti
+ (1− αT )N+Ti
)
×
(
SV0(T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , 0.5)− SVT (T0, TN , δ,N−t , N+t , αT )
)+}]
.
Ce produit sur taux de rente k peut eˆtre vu comme η(k) = k
SV0(T0,TN ,δ,N
−
t ,N
+
t ,0.5)
Longevity
Nominal Chooser Swaptions au prix d’exercice SV0(T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , 0.5) et permet de
ge´rer le risque de taux d’inte´reˆt relativement au niveau du taux de rentes k. La renorma-
lisation est donc tre`s facile a` mettre en place dans la mesure ou` le facteur η(k) intervient
comme facteur multiplicatif du prix de l’option a` la monnaie.
Il est possible de choisir un autre facteur de renormalisation, mais celui ci a l’avantage
de fournir des swaptions quasiment a` la monnaie qui seront par conse´quent assez liquides
dans le marche´. On peut enfin penser a` une ame´lioration qui consiste a` regarder en date
0 l’ensemble des SV0(T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , α) pour chaque valeur de α. A` la maturite´ de
l’option, lorsque l’assureur choisira son α, le prix d’exercice de la swaption sera fixe´ a`
SV0(T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , α) ce qui correspond une swaption a` la monnaie.
En pratique, l’assureur pourra payer des rentes a` taux variables au lieu de rentes a` taux fixe
si les taux d’inte´reˆt ont baisse´. Si les taux d’inte´reˆt augmentent, il n’exercera pas l’option,
paiera les rentes dont le taux est ”relativement” (a` la renormalisation pre`s) plus faible que
le niveau des taux d’inte´reˆt et aura a priori un rendement annuel suffisant pour payer les
rentes. Ainsi, en achetant ce produit, il se sera couvert contre une baisse des taux d’inte´reˆt.
Par le meˆme type argument, l’assureur peut de´cider de se couvrir contre une hausse des
taux d’inte´reˆt (si l’assureur a peur de devoir re´ajuster les taux de rentes avec une monte´e
de taux d’inte´reˆt) et ache`tera dans une swaption payeuse de jambe fixe.
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8.4.4 E´tude qualitative
Ce produit permet a` l’assureur de ge´rer le risque de taux futur lie´ a` son portefeuille de
rentes. Bien que ce produit ne´cessite un ”design” particulier du fait de la pre´sence de deux
courbes de nominaux spe´cifiques au contrat, il est plus adapte´ aux proble´matiques re´elles de
l’assureur. En de´but de contrat, l’assureur fournit a` la banque deux courbes de nominaux
qu’il estime comme extreˆmes afin de mettre en place ce contrat. La banque n’aura pas be-
soin d’effectuer de calculs supple´mentaires dans la mesure ou` ces courbes de nominaux sont
des donne´es d’entre´e du produit qui ne modifient pas la me´thode d’e´valuation. La Longevity
Nominal Chooser Swaption est un produit pur de taux d’inte´reˆt qui permet de transfe´rer
re´ellement le risque de taux lie´ au risque de longe´vite´. La banque n’a pas besoin de ge´rer
un risque quelconque de longe´vite´ ou meˆme d’avoir sa mode´lisation propre de longe´vite´.
En ce qui concerne la maturite´ TN , elle doit, en the´orie, refle´ter le moment a` partir duquel
l’ensemble des individus du portefeuille sont de´ce´de´s. Cependant, cette maturite´ est ge´ne´ra-
lement tre`s longue et l’assureur peut conside´rer une maturite´ Tn plus faible. Il peut prendre
la maturite´ a` partir de laquelle la courbe extreˆme passe en dessous d’un seuil  d’assure´s
vivants (10% par exemple) ce qui permettra d’avoir une maturite´ de swap raisonnable. Les
flux de rentes devenant de plus en plus petits, il ne sert a` rien de prendre une maturite´ supe´-
rieure a` 30 ans pour ge´rer la longe´vite´ de la majeure partie des assure´s. Pour des personnes
qui auront plus de 70 ans dans 10 ans, une maturite´ de 30 ans est largement suffisante.
Pour des personnes qui auront 60 ans dans 10 ans, on pourra arreˆter le produit lorsque les
assure´s auront un aˆge proche de 100 ans et il faudra e´ventuellement prendre une maturite´ de
l’ordre de 40 ans. Dans ce cas, il peut eˆtre pre´fe´rable de prendre une swaption dont la ma-
turite´ de l’option sera plutoˆt 15 ans au lieu de 10 ans afin d’avoir une maturite´ de swap plus
courte. Concernant les produits de taux, les banques sont habitue´es a` ge´rer des maturite´s de
l’ordre de 30 ans alors que les produits d’horizon plus lointains sont ge´ne´ralement trop longs.
D’ailleurs, il faut distinguer les produits dont le paiement contingent se fait par compensa-
tion par espe`ce cash settlement des produits ou` le paiement se fait par re`glement physique
physical settlement. Lorsque le paiement se fait sous le re´gime de compensation par espe`ces,
on analyse les conditions de marche´s et le re`glement se fait a` la maturite´ de l’option et le
contrat prend fin. Dans le cas d’un paiement par re`glement physique, les deux contractants
s’e´changent les flux jusque la fin de vie du produit. Lorsque les produits ont des maturite´s
longues, on privile´gie les contrats dont le paiement se fait par compensation d’espe`ce afin de
re´duire l’horizon d’un produit et de limiter les risques de contreparties. Il est donc possible
de conside´rer des swaptions de maturite´s supe´rieures a` 10 ans avec un tenor de l’ordre de
30 ans a` condition que le paiement soit de type ”cash settlement”.
Concernant l’e´valuation de ce produit, il faut utiliser un mode`le de taux bien adapte´. E´tant
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donne´ la structure du produit, un mode`le de taux multifactoriel va a priori eˆtre plus adapte´
dans la mesure ou` ce produit va faire intervenir la corre´lation d’un ensemble de ze´ro-coupon
de maturite´s diffe´rentes. Le mode`le doit eˆtre assez riche pour de´crire au mieux ce produit.
Tout d’abord, on se place du point de vue de l’assureur qui cherche a` fournir les deux
courbes extreˆmes concernant la survie de ses assure´s. On utilise les mode`les microscopiques
pre´sente´s dans la the`se qui tiennent compte de l’aˆge des assure´s mais aussi d’e´ventuellement
d’autres caracte´ristiques. On calibre le mode`le de mortalite´ sur les tables franc¸aises de mor-
talite´. Le mode`le de dynamique de population fournit un ensemble sce´narios d’e´volution du
nombre d’assure´s du portefeuille. On estime la me´diane ainsi que diffe´rents quantiles de ces
sce´narios d’e´volution repre´sentant le sce´nario central et les sce´narios extreˆmes de mortalite´
(avec des quantiles a` 5% et 95%). Les deux courbes de nominaux que l’assureur fournira a`
la banque seront a priori les quantiles de sce´nario d’e´volution.
Les swaps a` nominal variable sont des produits exotiques qui peuvent eˆtre vus comme des
paniers de swaps. En effet, un swap sur nominal variable (Nt) de maturite´ TN revient a`
conside´rer un swap de nominal NTN et de maturite´ TN , un swap de nominal NTN−1 −NTN
et de maturite´ TN−1,.... Ainsi, le swap a` nominal variable est un panier de swaps compose´
de N swaps de nominaux NTN−k −
∑k−1
l=0 NTN−l et de maturite´ TN−k, pour toute valeur de
k compris entre 1 et N .
Ainsi, il n’y a pas de prix de marche´s pour les swaps a` nominal variable et le fait de calibrer
le mode`le sur certaines swaptions liquides a` nominal fixe ne permettra pas de fixer le prix
d’un swap a` nominal variable. Il sera donc normal que le prix des swaptions sur swap a`
nominal variable change lorsqu’on fait varier la corre´lation entre les taux forward successifs
e´tant donne´ que ces swaptions sur swap a` nominal variable de´pendent tre`s fortement de la
corre´lation entre les taux.
Remarque 8.4. Afin de ge´rer la corre´lation entre les taux, on pourrait penser a` utiliser
comme instruments de couverture (donc de calibration) les CMS spreads, mais il apparaˆıt
suˆrement plus pertinent de traiter la corre´lation comme un parame`tre ”exotique” et de faire
des tests pour tester son influence. En effet, les CMS spreads n’e´tant pas tre`s liquides pour
l’ensemble des maturite´s (le 2Y/10Y est liquide et le 10Y/30Y mais les autres le sont
beaucoup moins), il n’est pas force´ment pertinent de se calibrer dessus.
On essaye d’analyser le caracte`re exotique de la Longevity Nominal Chooser Swaption qui
est une option sur maximum. On e´tudie le comportement du prix du produit en fonction
de la corre´lation des taux successifs ainsi que les prix des swaptions sur swap variable pour
diffe´rentes valeurs de α (α = 0, α = 1 et α = αmoy).
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8.4.5 E´tude quantitative
L’euro est la monnaie utilise´e par les assureurs europe´ens dont les clients re´sident en
Europe. La courbe des taux europe´enne a connu des configurations tre`s diffe´rentes. On
conside`re par exemple la courbe de taux europe´enne au 8 Avril 2009 que l’on de´crit sur la
Figure 8.17.
Figure 8.17 – Courbe de taux europe´enne du 8 Avril 2009
Cette courbe de taux re´ve`le une diffe´rence importante entre le taux court et le taux long
avec des taux longs assez e´leve´s de l’ordre de 4%. Des tests sont effectue´s pour d’autres
configurations de courbes de taux avec des courbes inverse´es, des courbes contenant des
”bosses”. Cette configuration fournit des prix assez e´leve´s pour le produit puisque la Longe-
vity Nominal Chooser Swaption permet une couverture contre une baisse de taux d’inte´reˆt
avec des taux e´leve´s.
On pourra e´ventuellement rajouter une autre monnaie et un taux de change dans le cas ou`
une assurance assure des personnes re´sidant dans un pays ou` la monnaie est diffe´rente. On
calibre le mode`le de Heath-Jarrow-Morton (HJM) [20] a` deux facteurs sur cette courbe de
taux ainsi que sur un ensemble de prix de swaptions dont les maturite´s sont pertinentes
dans l’e´tude du produit. Pour l’e´valuation du produit, on conside`re que le parame`tre α
entre 0 et 1 appartient a` l’ensemble { l10 , l ∈ [0, 10]}.
Mode`le HJM a` deux facteurs Le mode`le HJM a` deux facteurs associe´ a` une monnaie
permet de de´crire la dynamique de la courbe des taux dans le temps. Bien que le mode`le
soit assez flexible pour tenir compte de la corre´lation de taux forward, il permet de ge´ne´rer
uniquement des smiles normaux pour les options vanilles. Ce mode`le est donc assez stan-
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dard et simple et de´crit une dynamique des taux assez riche en captant de l’information
sur la corre´lation des taux. On se propose de de´tailler le mode`le un peu plus en de´tails.
Dans le cadre d’un mode`le HJM n facteurs, la dynamique des taux courts forward instan-
tane´s est donne´e sous la forme :
df(t, T ) = µ(t, T )dt+ σ(t, T )dW
>
t ,
ou` W est un mouvement brownien vectoriel de dimension n sous la probabilite´ risque neutre
Q, ou` µ(t, T ) est une fonction re´elle repre´sentant le drift du taux court forward et ou` σ(t, T )
est un vecteur de taille n qui de´crit la volatilite´ du taux court forward.
Dans cette e´tude, on a choisi de spe´cifier une structure de volatilite´ σ(t, T ) se´parable en
dimension 2 sous la forme :
σ(t, T ) = a(t)b(T )
(
cos(θ(t))
sin(θ(t))
)
,
ou` a(t), b(t) et θ(t) sont des fonctions re´elles de´terministes. Les fonctions a et b sont sup-
pose´es constantes par morceaux et la fonction θ est suppose´e line´aire par morceaux. On
remarque que la fonction a va caracte´riser le niveau de volatilite´ alors que la fonction b va
renseigner sur la structure par terme de la volatilite´ forward. Enfin, la fonction θ permet
de capter de l’information sur la corre´lation des taux. En effet, on de´finit la corre´lation ρi
entre deux taux forward successifs et on peut l’exprimer comme suit :
ρi = < f(., Ti), f(., Ti+1) >
= cos(θ(Ti+1)− θ(Ti)).
On e´tudie les expressions du prix des ze´ro-coupon pour en de´duire une expression du taux
court rt. On alle`ge les expressions en de´finissant les notations suivantes :
β1(t) =
∫ t
0
b(s) cos(θ(s))ds, β2(t) =
∫ t
0
b(s) sin(θ(s))ds, α(t) =
∫ t
0
a2(s)ds,
λ1(t) =
∫ t
0
a2(s)β1(s)ds, λ2(t) =
∫ t
0
a2(s)β2(s)ds.
Partant de cette spe´cification du mode`le HJM, on peut en de´duire la dynamique de la courbe
de prix des ze´ro-coupon sous la probabilite´ risque neutre Q est donne´e par la diffusion
suivante :
dB(t, T )
B(t, T )
= rtdt− at (β1(T )− β1(t)) dWQ1 (t)− a(t) (β2(T )− β2(t)) dWQ2 (t),
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ou` WQ1 et W
Q
1 sont des mouvements browniens inde´pendants. La dynamique du prix des
ze´ro-coupon incite a` de´finir de manie`re naturelle deux facteurs qui pilotent les courbes de
prix des ze´ro-coupon :
X1t =
∫ t
0
a(s)dWQ1 (s), X
2
t =
∫ t
0
a(s)dWQ2 (s).
On en de´duit une forme explicite du prix des ze´ro-coupon en fonction des deux facteurs X1
et X2 du mode`le :
B(t, T ) =
B(0, T )
B(0, t)
e−(β1(T )−β1(t))[
1
2
β1(T )+β1(t)α(t)−λ1(t)+X1t ]−(β2(T )−β2(t))[ 12β2(T )+β2(t)α(t)−λ2(t)+X2t ].
Par reconstruction, le taux court peut aussi s’exprimer en fonction des facteurs :
rt = f(0, t) + b(t) cos(θ(t))[α(t)β1(t)− λ1(t) +X1t ] + b(t) sin(θ(t))[α(t)β2(t)− λ2(t) +X2t ],
ou` f(0, t) repre´sente le taux court forward instantane´. Le taux court apparaˆıt donc comme
une forme line´aire des facteurs du mode`le.
Du point de vue de la calibration, on calibre tout d’abord la fonction θ qui pilote la corre´-
lation des taux. On verra que la corre´lation des taux va jouer un roˆle central dans l’e´tude
de la Longevity Nominal Chooser Swaption. Apre`s avoir calibre´ la courbe θ, on calibre les
courbes a et b sur un ensemble d’options vanilles. On choisira ge´ne´ralement les options
vanilles qui seront les mieux adapte´es au produit exotique e´tudie´.
Courbes de nominaux extreˆmes On associe le mode`le de mortalite´ au mode`le de dy-
namique de population afin de ge´ne´rer les sce´narios d’e´volution. On donne pour information
la se´rie me´diane de nominaux ainsi que les se´ries extreˆmes de nominaux pour 62482 hommes
franc¸ais en 2009 calcule´es graˆce au mode`le de dynamique de population. Les quantiles a`
5%, 50% et 95% sont calcule´s avec 10000 sce´narios d’e´volution (voir Annexe B).
Choix du prix d’exercice Il est difficile de fixer le prix d’exercice K de sorte que
la swaption choisie soit a` la monnaie. En effet, le choix du parame`tre α se fait en date
T ce qui modifie la valeur du taux de swap. Cependant, on conside`re un prix d’exercice
K = SV0(T0, TN , δ,N
−
t , N
+
t , α) = 4.3% qui sera en pratique le niveau a` la monnaie des
swaptions quelque soit la valeur du parame`tre α. En effet, avec les deux courbes extreˆmes
pre´ce´dentes, on peut constituer deux swaps a` nominal variable dont le premier est associe´
a` la se´rie infe´rieure de nominaux et le deuxie`me associe´ a` la se´rie supe´rieure de nominaux.
Le taux de swap associe´ a` la se´rie de nominal infe´rieure est de l’ordre de 4.35% alors que
celui associe´ a` la se´rie de nominal supe´rieur est de l’ordre de 4.25%. On peut voir que le
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taux k = 4.3% permet d’e´galiser la jambe fixe et la jambes variable pour ces deux swaps
extreˆmes a` nominal variable :
Courbe infe´rieure(α = 1) : BF inf = 13055 BP , BV inf = 13394 BP .
Courbe supe´rieure(α = 0) : BF sup = 16750 BP , BV sup = 16534 BP .
Courbe centrale(α = 0.5) : BFmid = 14915 BP , BV mid = 15008 BP .
Notion de ”couˆt sur la rente” L’e´valuation de la Longevity Nominal Chooser Swaption
permet de se rendre compte du prix de ce produit de couverture. On introduit la notion de
”couˆt sur la rente” afin de rendre plus intuitif la lecture des prix. En effet, si on conside`re
un taux de rentes a` k%, le prix de la rente sur une se´rie de nominal indexe´ par α
Prente = k ∗ LV L(α),
ou` α de´crit la se´rie de nominal et ou` LV L(α) =
∑N
i=1(αN
−
Ti
+(1−α)N+Ti)B(T, Ti) correspond
au niveau d’actualisation des flux. On de´finit la notion de couˆt en fonction du prix du produit
avec une actualisation avec un niveau central de α
Pproduit = c ∗ LV L(α = 0.5).
Ainsi, la valeur de c permet d’estimer le surcouˆt lie´ a` l’achat du produit dans le cas ou`
l’assureur n’a pas besoin d’exercer l’option. En effet, il aura paye´ un taux de rente effectif
de k + c au lieu d’un taux de rente de k. Cette notion apparaˆıt eˆtre une notion naturelle
afin d’estimer l’ordre de grandeur de la prime par rapport au niveau de rente.
E´tant donne´ la me´thode de renormalisation, on peut supposer que le taux de rente est e´gale
a` k = 4.3% et le calcul du couˆt c sera a` mettre en regard avec cette valeur de taux de rente.
Impact de la corre´lation des taux
Ce produit est un produit sur maximum qui posse`de des proprie´te´s inte´ressantes. Tout
d’abord, on sait que le prix de ce produit est naturellement plus e´leve´ que la plus che`re
des swaptions a` nominal variable car l’ine´galite´ de Jensen applique´e au maximum fournit
E(max(A)) ≥ max(E(A)). De plus, ce produit va de´pendre de la corre´lation qu’il existe
entre diffe´rents taux de swaps a` des maturite´s diffe´rentes.
Dans le mode`le de HJM 2 facteurs, il est possible de caracte´riser la corre´lation successive
des taux spot forward successifs. Au Cre´dit Agricole CIB, la spe´cification utilise´e est
ρ = correl(f(., T ), f(., T + dt))
= ρ∞ + (ρ∞ − ρ0) exp(−0.20dt)
= cos(θ(T + dt)− θ(T )).
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L’ide´e est qu’en jouant sur ρ, on peut modifier sur la corre´lation entre les taux spot forward
pour diffe´rentes maturite´s. En effet, le fait de prendre un produit qui tient compte d’un
maximum donne l’intuition que plus ces taux sont de´corre´le´s, plus le prix du produit va eˆtre
grand. D’un point de vue pratique, on posera ρ0 = ρ∞ et on fera varier le parame`tre ρ = ρ0.
Il faudra aussi garder en teˆte qu’on souhaite que le taux court et le taux long soient les
plus de´corre´le´s possibles (ce qui est assez intuitif dans la mesure ou` ce qu’il va se passer
dans 45 ans ne doit pas de´pendre e´norme´ment des taux actuels. Cette corre´lation peut eˆtre
analyse´e au travers de l’angle θ et il faudra donc que la courbe de θ a` l’infini soit pas trop
e´loigne´e de l’angle pi ce qui correspond a` une de´corre´lation parfaite.
Afin de trouver les taux de swap qui interviennent dans ce produit, on utilise les courbes de
nominaux. On cherche a` voir quelle e´tait la maturite´ moyenne des swaps a` nominal variable
concernant les deux swaps a` nominal variable (issus des courbes de nominaux extreˆmes).
Ces maturite´s moyennes peuvent eˆtre calcule´es sous la forme :
TNmoy =
∑N
i=1 TiNTi∑N
i=1NTi
.
En conside´rant les deux se´ries de nominaux, on a trouve´ des swaps de maturite´s TN
−
moy = 10Y
pour la courbe infe´rieures et TN
+
moy = 12Y pour la courbe supe´rieure. En jouant sur la
corre´lation des taux comme pre´ce´demment, on va modifier la corre´lation entre le taux de
swap de maturite´s 10Y et le taux de swap de maturite´ 12Y . On peut comment varie la
corre´lation entre les deux swaps posse´dant ces deux maturite´s et voir si elle a un impact.
On analyse le produit dans le tableau suivant (en faisant varier ρ) de telle sorte a` conserver
une courbe d’angle θ raisonnable.
Corre´lation taux Corre´lation swap Prix Prix Prix Prix du Couˆt sur
successifs 10Y/12Y α = 0 α = 0.5 α = 1 produit rente
ρ0 = 0.998 99.6% 3015 bp 2656 bp 2244 bp 3020 bp 0.87%
ρ0 = 0.997 99.3% 2954 bp 2580 bp 2215 bp 2960 bp 0.853%
ρ0 = 0.996 99.1% 2886 bp 2529 bp 2183 bp 2897 bp 0.835%
ρ0 = 0.995 98.8% 2813 bp 2474 bp 2147 bp 2828 bp 0.815%
ρ0 = 0.994 98.6% 2732 bp 2412 bp 2107 bp 2751 bp 0.793%
ρ0 = 0.993 98.3% 2641 bp 2342 bp 2061 bp 2667 bp 0.769%
ρ0 = 0.992 98% 2540 bp 2264 bp 2009 bp 2574 bp 0.742%
Table 8.1 – E´volution du prix du produit en fonction de la corre´lation des taux successifs
Ces diffe´rentes valeurs permettent de de´corre´ler de plus en plus les taux courts successifs et
on voit que plus les taux sont de´corre´le´s plus le prix du produit augmente. Cela s’explique
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par le fait qu’on conside`re un produit sur maximum et que lorsque la corre´lation est petite, il
y a moins de contraintes et il peut se passer plus de phe´nome`nes en autorisant des sce´narios
plus ”varie´s”. Il ne faut pas oublier qu’on ne peut pas trop de´corre´ler les taux dans la mesure
ou` il faut avoir une courbe θ raisonnable de manie`re a` ce que les taux longs soient large-
ment de´corre´le´s des taux courts en ayant par exemple un θ45−θ0 = θ45 de l’ordre de pi ou 3pi2 .
On se rend compte que la corre´lation va jouer un roˆle tre`s important pour l’e´valuation du
produit. Elle va a` la fois jouer sur le prix des marginales (swaptions a` α fixe´) mais va avoir
aussi un impact sur le prix du produit. En effet, plus la corre´lation diminue plus le prix
des marginales diminue et plus le prix du produit diminue. On pourrait penser que cela
est contradictoire avec l’impact intuitif que plus la corre´lation diminue, plus le prix d’un
produit sur maximum augmente. En fait, ici le prix des diffe´rentes swaptions a` nominal
variable varie aussi avec la corre´lation et il ne faut pas raisonner en terme de prix mais
en diffe´rence de prix entre le produit et les marginales. Par exemple, on peut introduire la
notion de switch option correspondant a` la diffe´rence entre le prix du produit et la plus
che`re des marginales. Le prix de la switch option permet de quantifier le caracte`re exotique
du produit.
On peut voir que lorsque la corre´lation diminue, le prix de chacune des swaptions diminue
et l’e´cart de prix entre les diffe´rentes swaptions diminue aussi. Cependant, on observe que
l’e´cart entre le prix du produit et la plus che`re des swaptions augmente fortement bien que
le prix des swaptions diminue. En effet, on voit qu’a` la corre´lation ρ0 = 0.998, l’e´cart de
prix entre les swaptions sur nominaux extreˆmes (α = 0 et α = 1) est de 3015− 2244 = 771
BP et que le prix de la switch option est de 3020 − 3015 = 5BP . On voit que lorsque la
corre´lation diminue, l’e´cart entre les prix de swaptions diminue alors que l’e´cart entre le
prix du produit et le prix de la swaption la plus che`re augmente. A` la corre´lation ρ0 = 0.992,
la diffe´rence de prix entre les swaptions sur nominaux extreˆmes est de 2540 − 2009 = 531
BP alors que le prix de la switch option 2574 − 2540 = 34 BP. Cela confirme le fait que
la corre´lation a un impact sur le caracte`re exotique du produit et que plus la corre´lation
diminue, plus le produit a un comportement exotique.
Ainsi, bien que le prix des diffe´rentes swaptions diminue avec la corre´lation, on voit que le
prix du produit devient de plus en plus cher relativement au prix des swaptions. C’est ce
phe´nome`ne qu’il faut observer et qui ne contredit plus l’impact intuitif de la corre´lation qui
sugge`re que la valeur d’un produit sur maximum augmente lorsque la corre´lation diminue.
Pour de´crire le plus pre´cise´ment possible ce produit, il faudra un mode`le qui de´crive au
mieux les corre´lations entre les taux de swap pour des maturite´s diffe´rentes et l’adaptation
d’un mode`le affine comme celui qui est de´taille´ dans le chapitre 3 pourrait eˆtre une bonne
solution.
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On observe que la diffe´rence de prix n’est pas tre`s grande sur ce produit et qu’elle permet
a` l’assureur de choisir le α qui lui conviendra pre´cise´ment. Pour des valeurs extreˆmes de
corre´lation, le prix du produit ne vaut que 2574−25402540 = 1.3% plus cher que la plus che`re
des swaptions ce qui tend a` laisser penser que le produit pourrait inte´resser un assureur.
On peut aussi noter le fait que le prix du produit sera d’autant moins cher que les courbes
de nominaux ne seront pas trop extreˆmes. Dans le cas limite ou` les deux courbes extreˆmes
sont confondues en une seule se´rie de nominaux, on ve´rifie facilement que le prix du produit
vaut le prix de l’unique swaption sur nominal variable.
Cependant, on peut remarquer que la swaption la plus che`re est toujours la swaption pour
α = 0 qui correspond a` la swaption sur swap avec la se´rie supe´rieure de nominaux. Le fait
de changer la corre´lation ne change pas l’ordre des prix et la swaption pour α = 0 reste la
plus che`re quelque soit la corre´lation des taux. On va essayer de voir si le prix d’exercice
peut changer l’ordre des prix de swaption et quel est son impact sur le produit.
Impact du prix d’exercice
Bien que le produit soit a priori destine´ a` eˆtre utilise´ a` la monnaie e´tant donne´ une valeur
du taux de rente du portefeuille, on peut aussi regarder le comportement du produit en
fonction du prix d’exercice. On fixe la corre´lation a` ρ0 = 0.995 et on analyse l’impact du
prix d’exercice en conside´rant une large plage de valeurs.
Corre´lation taux Prix Prix Prix Prix Prix du Couˆt sur
successifs d’exercice α = 0 α = 0.5 α = 1 produit rente
ρ0 = 0.995 K = 1% 51 bp 56 bp 63 bp 68 bp 0.01%
ρ0 = 0.995 K = 2% 257 bp 250 bp 248 bp 285 bp 0.08%
ρ0 = 0.995 K = 3% 882 bp 807 bp 738 bp 910 bp 0.26%
ρ0 = 0.995 K = 4% 2236 bp 1977 bp 1730 bp 2254 bp 0.65%
ρ0 = 0.995 K = 5% 4466 bp 3895 bp 3341 bp 4471 bp 1.28%
ρ0 = 0.995 K = 6% 7458 bp 6485 bp 5529 bp 7461 bp 3.16%
ρ0 = 0.995 K = 7% 10949 bp 9537 bp 8137 bp 10949 bp 5.15%
Table 8.2 – E´volution du prix du produit en fonction du prix d’exercice
Ce n’est pas force´ment la swaption sur la se´rie supe´rieure de nominaux qui donne le
prix le plus e´leve´ puisqu’on observe une inversion d’ordre de prix pour un prix d’exercice
compris entre K = 1% et K = 2%. En effet, pour les prix d’exercices supe´rieurs a` 1.8%, la
swaption sur le swap avec la se´rie supe´rieure de nominaux est la plus che`re. En dessous de
cette valeur, c’est la swaption sur le swap avec la se´rie infe´rieure de nominaux qui devient
la plus che`re. On repre´sente cette e´volution sur le tableau suivant.
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Corre´lation taux Prix Prix Prix Prix Prix du Couˆt sur
successifs d’exercice α = 0 α = 0.5 α = 1 produit rente
ρ0 = 0.995 K = 1% 51 bp 56 bp 63 bp 68 bp 0.01%
ρ0 = 0.995 K = 1.1% 61 bp 66 bp 74 bp 79 bp 0.023%
ρ0 = 0.995 K = 1.2% 73 bp 77 bp 85 bp 92 bp 0.026%
ρ0 = 0.995 K = 1.3% 87 bp 91 bp 98 bp 107 bp 0.031%
ρ0 = 0.995 K = 1.4% 103 bp 106 bp 113 bp 124 bp 0.035%
ρ0 = 0.995 K = 1.5% 121 bp 123 bp 130 bp 144 bp 0.0415%
ρ0 = 0.995 K = 1.6% 142 bp 143 bp 149 bp 166 bp 0.046%
ρ0 = 0.995 K = 1.7% 165 bp 166 bp 170 bp 190 bp 0.054%
ρ0 = 0.995 K = 1.8% 192 bp 191 bp 193 bp 218 bp 0.063%
ρ0 = 0.995 K = 1.9% 223 bp 219 bp 220 bp 250 bp 0.072%
ρ0 = 0.995 K = 2% 257 bp 250 bp 248 bp 285 bp 0.082%
Table 8.3 – E´volution du prix du produit en fonction du prix d’exercice
On constate que l’ordre est modifie´ a` partir du prix d’exercice de 1.8% qui est assez
e´loigne´ de la monnaie a` 4.3%. Bien que l’ordre des prix ait change´, on observe que la plus
che`re et la moins che`re des swaptions correspondent aux swaption associe´es aux courbes
extreˆmes de nominaux. Ceci est intuitif puisque selon la valeur de (K−SVT (T0, TN , δ, α))+,
il sera plus inte´ressant de conside´rer le swap supe´rieur ou le swap infe´rieur. En dessous du
prix d’exercice 1.8%, le swap le plus cher est le swap infe´rieur caracte´rise´ par α = 1. Lorsque
le prix d’exercice atteint la valeur de 1.8%, les prix des deux swaptions sont du meˆme ordre
et le swap le plus cher devient le swap supe´rieur caracte´rise´ par α = 0.
On donne une explication a` l’existence de ce prix d’exercice ”pivot” ainsi que de son ordre
de grandeur. Pour cela, on fait une analogie dans le cas de la ”Longevity Maturity Chooser
Swaption” qui e´tait un produit pour lequel la se´rie de nominaux e´tait fixe. En effet, dans
le cas de la Longevity Maturity Chooser Swaption, on pouvait avoir une intuition sur la
maturite´ de swap qui fournira le maximum du pay off.
On rappelle le pay off de la Longevity Maturity Chooser Swaption sous la probabilite´
forward neutre donne´e en Section 3.2.2 :
Φ = max
Tmin≤TN≤Tmax
{
(K − ST (T0, TN , δ))+
N∑
i=1
δB(T, Ti)
}
.
Ce pay off peut se re´e´crire en le voyant comme une option sur ze´ro-coupon
Φ = max
Tmin≤TN≤Tmax
{
(Kδ
N∑
i=1
B(T, Ti) +B(T, TN )−B(T, T0)+
}
.
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Le terme ON = Kδ
∑N
i=1B(T, Ti) + B(T, TN ) correspond au prix d’une obligation en T
commenc¸ant en T0 et se terminant en TN et il faut e´tudier sa monotonie est a` e´tudier en
fonction de la maturite´ TN . Il apparaˆıt inte´ressant d’e´tudier la diffe´rence ON −ON−1
ON −ON−1 = KδB(T, TN ) +B(T, TN )−B(T, TN−1)
= B(T, TN−1)[BT (TN−1, TN )(δK + 1)− 1].
Ainsi, le changement de signe de ON − ON−1 est lie´e a` la position de LT (TN−1, TN ) =
1
δ
(
1
BT (TN−1,TN )
− 1
)
par rapport a` K. C’est d’ailleurs assez inte´ressant de voir que pour un
produit qui fait intervenir des swaps dont les maturite´s sont longues, le comportement du
produit de´pend de la position du prix d’exercice par rapport a` un taux COURT forward
LT (TN−1, TN ).
En regardant le prix de l’obligation de manie`re continue, on a :
ON = δK
∫ TN
T
B(T, s)ds+B(T, TN ).
E´tant donne´ B(T, TN ) = e
− ∫ TNT f(T,s)ds, la maturite´ donnant l’obligation la plus che`re est
caracte´rise´e par une annulation de la de´rive´e ∂ON∂TN et est donne´e par la relation
δKB(T, TN ) = B(T, TN )f(T, TN ),
correspondant a` f(T, TN ) ∼ δK le taux court forward. Ainsi, le max du produit sera a priori
atteint pour la maturite´ TN telle que f(T, TN ) = K. Ce produit de´pend de la dynamique
des taux courts forward.
Ainsi, on peut faire une analogie ”intuitive” dans le cas du produit sur des swap a` nominaux
variables. Lorsque le prix d’exercice de´passe une certaine valeur de l’ordre de grandeur d’un
taux court forward, la swaption la plus che`re passe de la maturite´ la plus courte a` la plus
longue et donc de la se´rie infe´rieure de nominaux a` la se´rie supe´rieure de nominaux. La
courbe des taux que l’on a conside´re´ (voir Figure 8.17) e´tait de l’ordre de 1.8% et cela
explique l’ordre de grandeur du prix d’exercice a` partir duquel l’ordre des options change.
8.4.6 Piste d’ame´lioration de la mode´lisation
Nous avons introduit la Longevity Nominal Chooser Swaption qui permet un transfert
inte´ressant du risque de taux de l’assurance vers une banque. Ce produit est de´crit en de´tails
mais il est possible de conside´rer des extensions inte´ressantes.
He´te´roge´ne´ite´ du portefeuille
Le mode`le de dynamique de population permet de prendre en compte l’e´volution des
d’individus. Nous avons traite´ l’he´te´roge´ne´ite´ en aˆge des assure´s mais il peut aussi y avoir
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une he´te´roge´ne´ite´ lie´e aux caracte´ristiques des assure´s. De plus, un portefeuille peut eˆtre
inhomoge`ne avec des rentes individuelles diffe´rentes que ce soit par leur nominaux ou leur
taux de rentes.
Dans le mode`le microscopique, il est possible d’associer un nominal a` chacun des individus
et nous pouvons tre`s facilement ge´ne´raliser le produit que l’on a e´tudie´ au cas de porte-
feuille inhomoge`ne par nominaux. Au de´ce`s de l’individu, l’ensemble des flux de rentes a`
venir baisse du taux de rente multiplie´ par le nominal de l’individu de´ce´de´.
Cependant, nous avons suppose´ dans l’e´tude du produit que le taux de rente e´tait le meˆme
pour l’ensemble des individus du portefeuille. E´tant donne´ que c’est la seule supposition que
l’on a faite, nous pouvons supposer que les assurances peuvent ordonner leurs portefeuilles
de rentes par taux de rente. D’ailleurs, cela est souvent le cas en pratique. Si cela n’est pas
possible, il faudra alors estimer un taux de rente k∗ moyen dans le cas ou` les assure´s ont des
taux de rente assez proches les uns des autres. Il faudrait tester le mode`le microscopique
et la Longevity Nominal Chooser Swaption sur un portefeuille de marche´ complet avec
l’ensemble de l’information disponible. L’assureur pourrait ainsi ge´rer le risque de longe´vite´
syste´mique, le risque de base et le risque de taux d’inte´reˆt.
Enfin, on a conside´re´ le cadre d’une population ferme´e sans tenir compte des nouveaux
assure´s. La mode´lisation de l’immigration dans le mode`le de dynamique de population
(Chapitre 6) permettrait de tenir compte d’un flux de nouveaux assure´s dans le temps.
E´tude du produit avec un mode`le de taux complexe
Nous avons e´tudie´ le produit avec un mode`le de HJM 2 facteurs qui a donne´ des re´sultats
sur l’impact de la corre´lation des taux forward successifs. Il serait inte´ressant de tester ce
produit avec un mode`le plus complexe, comme le mode`le de Wishart de´crit dans le chapitre
3, afin de prendre en compte efficacement l’enjeu des corre´lations entre les taux de swap
qui jouent manifestement un roˆle important dans l’e´valuation du produit.
Cependant, l’e´valuation d’un tel produit avec des mode`les complexes n’est pas e´vident. Si
nous utilisons le mode`le de Wishart, il faudrait trouver une me´thode efficace d’e´valuation.
Une me´thode nume´rique complexe de type Monte Carlo n’est pas force´ment la me´thode la
plus simple a` mettre en place avec les processus de Wishart.
Risque de de´faut de la banque
Dans la situation actuelle, le risque de cre´dit est un risque qu’il faut essayer de prendre
en compte. En effet, les nominaux qui entrent en jeux peuvent eˆtre tre`s e´leve´s et la maturite´
du produit est importante ce qui augmente le risque de contrepartie.
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Nous pourrions appliquer certaines me´thodes classiques en risque de cre´dit qui tiennent
compte du rating des entreprises par les agences de notations. Cependant, la crise re´cente a
de´montre´ que ce rating n’e´tait pas fiable et qu’il ne renseignait pas force´ment de la solidite´
de l’entreprise. Il faudrait donc trouver des me´thodes afin de tenir compte du risque de
de´faut des entreprises.
Risque de liquidite´
L’impact de la taille des nominaux mis en jeu peut eˆtre essentiel et il faut en tenir compte.
En effet, nous savons que lorsque les transactions se font sur des tailles importantes, il peut
y avoir des proble`mes de liquidite´ lie´s a` la profondeur de marche´. D’ailleurs, la crise finan-
cie`re de 2008 est aussi venue du fait que la plupart des banques avaient la meˆme position
sur des tailles importantes et ne pouvaient plus couvrir leurs positions.
Le marche´ de la longe´vite´ est un marche´ sur lequel les nominaux peuvent potentiellement
atteindre des montants tre`s e´leve´s et il faudrait mener une e´tude sur sa profondeur de
marche´. Le prix que l’on a donne´ pour la ”Life Nominal Chooser Swaption” est donc un
prix ”minimal” qui ne tient pas compte du risque de liquidite´.
8.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons e´tudie´ les applications financie`res des mode`les de´crits dans
les chapitres pre´ce´dents de la the`se. Nous avons vu qu’il e´tait possible de caracte´riser le
risque syste´mique de longe´vite´ et que les mode`les microscopiques fournissaient une infor-
mation importante sur le risque spe´cifique de longe´vite´.
Nous avons observe´ que le risque pur de longe´vite´ e´tait complique´ a` transfe´rer e´tant donne´
l’absence d’indice de re´fe´rence entre deux intervenants. Cependant, nous avons e´tudie´ l’e´ven-
tuel transfert du risque de taux inhe´rent aux produits d’assurances vie. Nous avons de´crit
ce risque de taux et avons e´tudie´ la gestion de celui ci. L’e´tude de certains produits nous a
permis de de´crire les qualite´s qu’un produit de transfert de risque devait avoir.
Ainsi, nous avons propose´ la Longevity Nominal Chooser Swaption qui est le produit qui
nous semble eˆtre le plus adapte´ aux besoins des deux intervenants. Nous avons de´crit en
de´tails ce produit et nous avons effectue´ des tests concernant l’influence de parame`tres tels
que la corre´lation des taux et le prix d’exercice de la swaption. Nous avons utilise´ un mo-
de`le de taux assez simple (HJM 2 Facteur) afin de bien comprendre les caracte´ristiques du
produit.
Il existe de nombreuses extensions possibles a` l’e´tude de ce produit. L’extension principale
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serait de re´pondre a` la proble´matique du risque de cre´dit qui est un enjeu majeur dans les
produits sur longe´vite´. Il serait aussi inte´ressant de conside´rer l’e´valuation du produit avec
un mode`le de taux plus riche afin de de´crire au mieux le risque de taux, de volatilite´ et de
corre´lation.
8.6 Annexes
Annexe A : Distribution de l’aˆge des assure´s
Aˆge Effectif Aˆge Effectif
55 607 78 998
56 1080 79 923
57 1302 80 858
58 1397 81 836
59 1439 82 835
60 3543 83 806
61 3829 84 667
62 3704 85 522
63 3608 86 354
64 3526 87 248
65 3554 88 245
66 3581 89 226
67 3385 90 209
68 3130 91 185
69 2825 92 141
70 2516 93 109
71 2279 94 78
72 2004 95 52
73 1742 96 36
74 1521 97 22
75 1300 98 14
76 1155 99 9
77 1078 100 4
Table 8.4 – Re´partition des aˆges du portefeuilles de rentes
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Annexe B : Statistiques d’e´volution des assure´s du portefeuille
Anne´e Sce´nario Sce´nario Sce´nario Anne´e Sce´nario Sce´nario Sce´nario
infe´rieur Me´dian supe´rieur infe´rieur Me´dian supe´rieur
2009 62482 62482 62482 2038 12124 16457 20825
2010 61259 61414 61519 2039 10553 14813 19214
2011 59984 60304 60529 2040 9136 13229 17642
2012 58675 59150 59498 2041 7826 11749 16097
2013 57302 57961 58433 2042 6629 10351 14646
2014 55881 56723 57327 2043 5546 9063 13233
2015 54405 55444 56182 2044 4608 7862 11902
2016 52888 54120 54995 2045 3767 6773 10674
2017 51332 52755 53782 2046 3040 5783 9501
2018 49721 51343 52521 2047 2435 4896 8414
2019 48049 49888 51223 2048 1910 4110 7413
2020 46341 48388 49895 2049 1483 3421 6496
2021 44588 46841 48520 2050 1132 2818 5666
2022 42814 45251 47109 2051 860 2302 4938
2023 40951 43619 45665 2052 636 1865 4258
2024 39076 41942 44170 2053 465 1498 3656
2025 37162 40223 42629 2054 333 1192 3134
2026 35176 38468 41078 2055 235 941 2674
2027 33154 36678 39482 2056 164 737 2261
2028 31164 34860 37850 2057 112 572 1911
2029 29126 33009 36179 2058 76 441 1605
2030 27111 31145 34487 2059 51 337 1350
2031 25062 29262 32820 2060 33 259 1132
2032 23074 27368 31092 2061 21 195 945
2033 21112 25497 29344 2062 14 146 788
2034 19171 23614 27592 2063 8 108 658
2035 17295 21750 25866 2064 5 81 540
2036 15485 19930 24140 2065 3 60 446
2037 13752 18169 22471 2066 0 43 367
Table 8.5 – Sce´nario d’e´volution du portefeuille re´el en 2009
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